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前 言

《运筹学》是高等院校理工科、管理学科和经济学科等学科各专业学生的必修课和专
业基础课,也是这些专业硕士研究生入学考试的一门考试科目.同时,它也是参加全国大
学生数学建模竞赛的选手的必修课目,在社会实践各方面都有着广泛的应用.为了帮助广
大大学生扎实地掌握运筹学的精髓和解题技巧,提高解答各种题型的能力,我们根据清
华大学编写的《运筹学》(第4版)编写了本书.
全书由以下几个部分组成:

1.知识结构图:把本章的主要知识点用图解的方式表达出来.
2.学习要求:根据考试及考研要求提炼每章学习要求,使读者学习时一目了然.
3.重点难点解答:列出相应各章的重点、难点内容,并对重点、难点内容给出了相应
的解释说明,以帮助广大同学对相应内容理解得更加透彻.
4.课后习题全解:教材中课后习题丰富、层次多,许多基础性问题从各个角度帮助理
解基本概念和基本理论,因此,我们对课后习题全部给出了详细的解答.
5.典型例题精解:由于教材中第7章和第17章没有课后习题,本书在这两章中补充
了典型例题精解,以帮助读者对相关内容得到更多的练习机会.
本书由周华任、刘常昱、陈玉金、蔡开华、顾洪、李喜波等编写.在本书的策划、编写、审

稿等方面得到了东南大学出版社的大力支持和热情帮助,在此深表感谢.由于编者水平有
限且时间仓促,错误缺点在所难免,敬请广大同行和读者批评指正.

编 者
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第 １章　 绪　 　 论 １　　　　 　

第 １章　 运筹学概论

现代运筹学的兴起可以追溯到二十世纪初期，但其概念和方法的系统提出却是在第二次世界大战
期间．当时，为了在大范围的空战演习中评价新的技术，英国科学家们致力于研究对新技术的有效性的
度量，这一研究被称为“Ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ Ｒｅｓｅａｒｃｈ”（简称为 ＯＲ），这就是运筹学名称的由来．
运筹学是使用科学的方法去研究人类对各种资源的运用、筹划活动的基本规律，以便发挥有限资源

的最大效益，来达到总体全局优化的目标．这里的“资源”是广义的，既包括物质材料，也包括人力设备；
既包括技术装备，也包括社会结构．
第二次世界大战结束后，运筹学的研究中心从英国转移到了美国，从军事部门转移到了管理部门，

研究的范围也渐趋扩大．但是运筹学的真正发展是在 ２０世纪 ５０和 ６０年代，其标志是 １９４９年线性规划
理论的建立．然后，于 １９５１年开始创立了非线性规划理论；１９５４ 年建立了网络流理论；１９５５ 年创立随机
规划以及 １９５８年创立了整数规划理论．其他，如排队论、存储论和马氏决策理论也在同期得到了迅速的
发展．在钱学森、许国志教授的大力倡导下，我国第一个运筹学小组于 １９５６年在中国科学院力学研究所
成立，并于 １９５８年组建成运筹学研究室．同年，数学研究所在华罗庚教授的领导下也开始从事运筹学的
研究，并于 １９５９年建立了运筹学研究室．从那时开始，在钱学森、华罗庚、许国志、越民义教授的直接指
导和积极参与下，运筹学在中国取得了蓬勃的发展．自 １９９１年中国运筹学会成为中国科协的一员以来，
在科协领导的关怀和指导下，工作上了一个新的台阶。
运筹学是一门独立的新兴科学，这早已为国际社会所公认．说它是独立的，因为它区别于其他学科

（例：基础数学、物理、生命科学等），有它本身特定的研究对象，它有自成系统的基础理论，以及相对独
立的研究方法和工具．它的发展与社会科学、技术科学和军事科学的发展紧密相关，已成为一项工程与
管理学科不可缺少的基础性学科．它的方法和实践已在科学管理、工程技术、社会经济、军事决策等方面
起着重要的作用并已产生巨大的经济效益和社会效益．同时，运筹学以越来越快的速度渗透到信息科
学、生命科学、材料科学和能源科学等前沿基础性研究中去，又成为这些学科所不可缺少的研究工具．
运筹学按其内涵可以分成三大部类：第一类是运筹学的基础理论，包括规划理论，随机运筹理论，组

合及网络优化理论，决策理论．第二类是有特定对象的运筹学理论与方法，包括工业运筹学，农业运筹
学，交通运输运筹学，公用事业运筹学，军事运筹学，金融、市场、保险运筹学等．第三类是运筹学同其他
自然科学和人文科学的交叉．例如，计算运筹学，工程技术运筹学，管理运筹学，生命科学运筹学等．
在二级学科以下，又设立三级学科．以规划理论为例，下面的三级学科为线性规划，非线性规划，动

态规划，参数规划，整数规划，多目标规划，不可微规划和全局优化．其他如随机运筹理论下有 １３个三级
学科；组合及网络优化理论下有 ４个三级学科；决策理论下有 ６个三级学科等等．
总之，运筹学是一门基础性、交叉性、实用性均很强的学科．我们在学习和实际应用的时候，应该充

分利用运筹学的优化理念，运筹学的模型和方法来提升效益．
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第 ２章　 线性规划与单纯形法

１􀆰 能根据实际问题列出线性规划的数学模型．
２􀆰 掌握线性规划的图解法及其几何意义．
３􀆰 理解线性规划的标准型和规范型．
４􀆰 掌握单纯形法原理．
５􀆰 掌握运用单纯形表计算线性规划问题的步骤及解法．
６􀆰 能运用两阶段法和大Ｍ法求解线性规划问题，以及运用人工变量法求解非规范型的线性规划问

题．
７􀆰 掌握任何基可行解原表及单纯形表的对应关系．

１􀆰 有关线性规划解的概念．
凸集，凸组合，可行解，可行域，最优解，最优值，基、基变量，非基变量，基解，基可行解，可行基，最优

基；以及注意可行解，基解，基可行解，最优解之间的关系．
２􀆰 有关线性规划解的方法．
图解法，单纯形法，大 Ｍ法，两阶段法．

２􀆰 １　 用图解法求解下列线性规划问题，并指出问题是具有唯一最优解、无穷多最优解、无界解还是
无可行解．
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　 　 （１） ｍａｘ ｚ＝ ｘ１
＋３ｘ２ 　 　 　 　 　 　 　 （２） ｍｉｎ ｚ＝ ｘ１

＋１􀆰 ５ｘ２
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（３） ｍａｘ ｚ＝ ２ｘ１
＋２ｘ２ （４） ｍａｘ ｚ＝ ｘ１
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【解】 　 （１） 图 ２ １中的阴影部分为此线性规划问题的可行域，目标函数 ｚ＝ ｘ１
＋３ｘ２，即 ｘ２

＝ － １
３
ｘ１

＋

ｚ
３
是斜率为－ １

３
的一族平行线，易知 ｘ１

＝ ３，ｘ２
＝ ０为可行解，由线性规划的性质知，其最值在可行域的顶

点取得，将直线 ｘ１
＋３ｘ２

＝ ３沿其法线方向逐渐向上平移，直至 Ａ点，Ａ点坐标为（２，４） ．
∴ ｍａｘ ｚ＝ ２＋３×４＝ １４

此线性规划问题有唯一最优解．

图 ２ １
　 　

图 ２ ２

（２） 图 ２ ２中的阴影部分为此线性规划问题的可行域，目标函数 ｚ ＝ ｘ１
＋１􀆰 ５ｘ２，即 ｘ２

＝ － ２
３
ｘ１

＋ ２
３
ｚ

是斜率为－ ２
３
的一族平行线，易知 ｘ１

＝ ３，ｘ２
＝ ０为可行解，由线性规划的性质知，其最值在可行域的顶点

取得．

将直线 ｘ１
＋１􀆰 ５ｘ２

＝ ３沿其法线方向逐渐向下平移，直至 Ｂ点，Ｂ点坐标为 ３
２ ，

１
２( ) ．

∴ ｍｉｎ ｚ＝ ３
２

＋１􀆰 ５× １
２

＝ ９
４

此线性规划问题有唯一最优解．

（３） 图 ２ ３中阴影部分为此线性规划问题的可行域，目标函数 ｚ ＝ ２ｘ１
＋２ｘ２，即 ｘ２

＝ －ｘ１
＋ ｚ

２
是斜率
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为－１的一族平行线，易知 ｘ１
＝ ０，ｘ２

＝ ０为可行解．在将直线 ２ｘ１
＋２ｘ２

＝ ０沿其法线方向逐渐向上平移的过
程中发现：目标函数的值可以增加到无穷大．故此线性规划问题为无界解．

（４） 如图 ２ ４所示，此问题的可行域为空集，故此线性规划问题无可行解．

图 ２ ３
　 　

图 ２ ４

２􀆰 ２　 将下列线性规划问题变换成标准型，并列出初始单纯形表．
（１） ｍｉｎ ｚ＝ －３ｘ１

＋４ｘ２
－２ｘ３

＋５ｘ４

４ｘ１
－ｘ２

＋２ｘ３
－ｘ４

＝ －２

ｘ１
＋ｘ２

＋３ｘ３
－ｘ４≤１４

－２ｘ１
＋３ｘ２

－ｘ３
＋２ｘ４≥２

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０，ｘ４无约束

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２） ｍａｘ ｓ＝ ｚｋ ／ ｐｋ

ｚｋ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｋ ＝ １
ａｉｋｘｉｋ

∑
ｍ

ｋ ＝ １
－ ｘｉｋ ＝ － １　 （ ｉ ＝ １，…，ｎ）

ｘｉｋ ≥ ０ （ ｉ ＝ １，…，ｎ；ｋ ＝ １，…，ｍ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 【解】 　 （１） 将此线性规划问题化为标准型．
令 ｘ４

＝ ｘ５
－ｘ６，ｚ′＝ －ｚ，其中 ｘ５，ｘ６≥０．

∴ ｍａｘ ｚ′＝ －ｍｉｎ（－ｚ′）＝ －ｍｉｎ ｚ
则得到标准型为

ｍａｘ ｚ′＝ ３ｘ１
－４ｘ２

＋２ｘ３
－５（ｘ５

－ｘ６）＋０·ｘ７
＋０·ｘ８

－Ｍｘ９
－Ｍｘ１０

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－４ｘ１
＋ｘ２

－２ｘ３
＋ｘ５

－ｘ６
＋ｘ１０

＝ ２

ｘ１
＋ｘ２

＋３ｘ３
－ｘ５

＋ｘ６
＋ｘ７

＝ １４

－２ｘ１
＋３ｘ２

－ｘ３
＋２ｘ５

－２ｘ６
－ｘ８

＋ｘ９
＝ ２

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ８，ｘ９，ｘ１０≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

其中 Ｍ是一个任意大的正数．
初始单纯形表见表 ２ １．

表 ２ １

ｃ ｊ→ ３ －４ ２ －５ ５ ０ ０ －Ｍ －Ｍ

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ５ ｘ６ ｘ７ ｘ８ ｘ９ ｘ１０

θ
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－Ｍ ｘ１０ ２ －４ １ －２ １ －１ ０ ０ ０ １ ２

０ ｘ７ １４ １ １ ３ －１ １ １ ０ ０ ０ １４

－Ｍ ｘ９ ２ －２ ［３］ －１ ２ －２ ０ －１ １ ０

－ｚ′ ４Ｍ ３－６Ｍ ４Ｍ－４ ２－３Ｍ ３Ｍ－５ ５－３Ｍ ０ －Ｍ ０ ０
２
３

　 　 （２） 在上述问题的约束条件中加入人工变量 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 得

ｍａｘ ｓ ＝ １
ｐｋ
∑

ｎ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｋ ＝ １
ａｉｋｘｉｋ － Ｍｘ１

－ Ｍｘ２
－ … － Ｍｘｎ

ｓ􀆰 ｔ􀆰
ｘ１

＋ ∑
ｍ

ｋ ＝ １
ｘｉｋ ＝ １　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）

ｘｉｋ ≥ ０，ｘｉ ≥ ０ （ ｉ ＝ １，２，…ｎ；ｋ ＝ １，２，…，ｍ）
{

其中 Ｍ是一个任意大的正数．
初始单纯形表见表 ２ ２．

表 ２ ２

ｃ ｊ －Ｍ －Ｍ … －Ｍ
ａ１１

ｐｋ

ａ１２

ｐｋ
…

ａ１ｍ

ｐｋ
…

ａｎ１

ｐｋ

ａｎ２

ｐｋ
…

ａｎｍ

ｐｋ
ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ … ｘｎ ｘ１１ ｘ１２ … ｘ１ｍ … ｘｎ１ ｘｎ２ … ｘｎｍ

θ

－Ｍ ｘ１ １ １ ０ … ０ １ １ … １ … ０ ０ … ０

－Ｍ ｘ２ １ ０ １ … ０ ０ ０ … ０ … ０ ０ … ０

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ … ︙ ︙ ︙ … ︙ ︙ ︙ ︙ … ︙

︙ ︙ ︙ ︙ ︙ … ︙ ︙ ︙ … ︙ ︙ ︙ ︙ … ︙

－Ｍ ｘｎ １ ０ ０ … １ ０ ０ … ０ … １ １ … １

－ｓ ｎＭ ０ ０ … ０
ａ１１

ｐｋ
＋Ｍ

ａ１２

ｐｋ
＋Ｍ …

ａ１ｍ

ｐｋ
＋Ｍ …

ａｎ１

ｐｋ
＋Ｍ

ａｎ２
ｐｋ

＋Ｍ …
ａｎｍ
ｐｋ

＋Ｍ

　 　 ２􀆰 ３　 在下面的线性规划问题中找出满足约束条件的所有基本解．指出哪些是基本可行解，并代入
目标函数，确定哪一个是最优解．

（１） ｍａｘ ｚ＝ ２ｘ１
＋３ｘ２

＋４ｘ３
＋７ｘ４

２ｘ１
＋３ｘ２

－ｘ３
－４ｘ４

＝ ８

ｘ１
－２ｘ２

＋６ｘ３
－７ｘ４

＝ －３

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

ì

î

í

ïï

ïï

（２） ｍａｘ ｚ＝ ５ｘ１
－２ｘ２

＋３ｘ３
－６ｘ４

ｘ１
＋２ｘ２

＋３ｘ３
＋４ｘ４

＝ ７

２ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＋２ｘ４

＝ ３

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 【解】 　 （１） 此线性规划问题的系数矩阵 Ａ为
２ ３ －１ －４
１ －２ ６ －７

é

ë
êê

ù

û
úú

令　 Ａ＝（Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４）

则　 Ｐ１ ＝
２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｐ２ ＝

３
－２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ｐ３ ＝

－１
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｐ４ ＝

－４
－７

æ

è
ç

ö

ø
÷

① ∵ Ｐ１、Ｐ２线性无关，∴ （Ｐ１，Ｐ２）为基，ｘ１，ｘ２为基变量．

∴
２ｘ１

＋３ｘ２
＝ ８＋ｘ３

＋４ｘ４

ｘ１
－２ｘ２

＝ －３－６ｘ３
＋７ｘ４

{
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令非基变量 ｘ３，ｘ４
＝ ０，得

２ｘ１
＋３ｘ２

＝ ８

ｘ１
－２ｘ２

＝ －３{ 　 　 解得　
ｘ１

＝ １

ｘ２
＝ ２{

基解 Ｘ（１）＝ （１，２，０，０） Ｔ 为可行解．
ｚ１ ＝ ２×１＋３×２＋４×０＋７×０＝ ８
② ∵ Ｐ１、Ｐ３线性无关，∴ （Ｐ１，Ｐ３）为基，ｘ１，ｘ３为基变量．

∴
２ｘ１

－ｘ３
＝ ８－３ｘ２

＋４ｘ４

ｘ１
＋６ｘ３

＝ －３＋２ｘ２
＋７ｘ４

{
令非基变量 ｘ２，ｘ４

＝ ０，得
２ｘ１

－ｘ３
＝ ８

ｘ１
＋６ｘ３

＝ －３{

解得　
ｘ１

＝ ４５
１３

ｘ３
＝ －１４

１３

ì

î

í

ï
ï

ïï

基解 Ｘ（２）＝ ４５
１３，０，

－１４
１３，０( )

Ｔ

是非可行解．

③ ∵ Ｐ１、Ｐ４线性无关，∴ （Ｐ１，Ｐ４）为基，ｘ１，ｘ４为基变量．

∴
２ｘ１

－４ｘ４
＝ ８－３ｘ２

＋ｘ３

ｘ１
－７ｘ４

＝ －３＋２ｘ２
－６ｘ３

{
令非基变量 ｘ２，ｘ３

＝ ０，得

２ｘ１
－４ｘ４

＝ ８

ｘ１
－７ｘ４

＝ －３{ 　 　 解得　
ｘ１

＝ ３４
５

ｘ４
＝ ７

５

ì

î

í

ï
ï

ïï

基解 Ｘ（３）＝ ３４
５ ，０，０，

７
５( )

Ｔ

为可行解．

ｚ３ ＝ ２×３４
５

＋３×０＋４×０＋７× ７
５

＝ １１７
５

④ ∵ Ｐ２，Ｐ３线性无关，∴ （Ｐ２，Ｐ３）为基，ｘ２，ｘ３为基变量．

∴
３ｘ２

－ｘ３
＝ ８－２ｘ１

＋４ｘ４

－２ｘ２
＋６ｘ３

＝ －３－ｘ１
＋７ｘ４

{
令非基变量 ｘ１，ｘ４

＝ ０，得

３ｘ２
－ｘ３

＝ ８

－２ｘ２
＋６ｘ３

＝ －３{ 　 　 解得　
ｘ２

＝ ４５
１６

ｘ３
＝ ７
１６

ì

î

í

ï
ï

ïï

基解 Ｘ（４）＝ ０，
４５
１６，

７
１６，０( )

Ｔ

为可行解．

ｚ４ ＝ ２×０＋３×４５
１６

＋４× ７
１６

＋７×０＝ １６３
１６

⑤ ∵ Ｐ２，Ｐ４线性无关，∴ （Ｐ２，Ｐ４）为基，ｘ２，ｘ４为基变量．
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∴
３ｘ２

－４ｘ４
＝ ８－２ｘ１

＋ｘ３

－２ｘ２
－７ｘ４

＝ －３－ｘ１
－６ｘ３

{
令非基变量 ｘ１，ｘ３

＝ ０，得

３ｘ２
－４ｘ４

＝ ８

－２ｘ２
－７ｘ４

＝ －３{ 　 　 解得　
ｘ２

＝ ６８
２９

ｘ４
＝ － ７

２９

ì

î

í

ï
ï

ïï

基解 Ｘ（５）＝ ０，
６８
２９，０，

－ ７
２９( )

Ｔ

为非可行解．

⑥ ∵ Ｐ３，Ｐ４线性无关，∴ （Ｐ３，Ｐ４）为基，ｘ３，ｘ４为基变量．

∴
－ｘ３

－４ｘ４
＝ ８－２ｘ１

－３ｘ２

６ｘ３
－７ｘ４

＝ －３－ｘ１
＋２ｘ２

{
令非基变量 ｘ１，ｘ２

＝ ０，得

－ｘ３
－４ｘ４

＝ ８

６ｘ３
－７ｘ４

＝ －３{ 　 　 解得　
ｘ３

＝ －６８
３１

ｘ４
＝ －４５

３１

ì

î

í

ï
ï

ïï

基解 Ｘ（６）＝ ０，０，－
６８
３１，

－４５
３１( )

Ｔ

为非可行解．

比较 ｚ１，ｚ３，ｚ４，可知 ｚ３ ＝
１１７
５
为最大值．

∴ 最优解为 Ｘ（３）＝ ３４
５ ，０，０，

７
５( )

Ｔ

．

（２） 此线性规划问题的系数矩阵 Ａ为
１　 ２　 ３　 ４
２　 １　 １　 ２

é

ë
êê

ù

û
úú

令　 Ａ＝（Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４），则

Ｐ１ ＝
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｐ２ ＝

２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｐ３ ＝

３
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｐ４ ＝

４
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

① ∵ Ｐ１，Ｐ２线性无关，∴ （Ｐ１，Ｐ２）为基，ｘ１，ｘ２为基变量．

∴
ｘ１

＋２ｘ２
＝ ７－３ｘ３

－４ｘ４

２ｘ１
＋ｘ２

＝ ３－ｘ３
－２ｘ４

{
令非基变量 ｘ３，ｘ４

＝ ０，得

ｘ１
＋２ｘ２

＝ ７

２ｘ１
＋ｘ３

＝ ３{ 　 　 解得　
ｘ１

＝ － １
３

ｘ２
＝ １１

３

ì

î

í

ï
ï

ïï

基解 Ｘ（１）＝ － １
３ ，

１１
３ ，０，０( )

Ｔ

为非可行解．

② ∵ Ｐ１，Ｐ３线性无关

∴ （Ｐ１，Ｐ３）为基，ｘ１，ｘ３为基变量．

∴
ｘ１

＋３ｘ３
＝ ７－２ｘ２

－４ｘ４

２ｘ１
＋ｘ３

＝ ３－ｘ２
－２ｘ４

{
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令非基变量 ｘ２，ｘ４
＝ ０，得

ｘ１
＋３ｘ３

＝ ７

２ｘ１
＋ｘ３

＝ ３{ 　 　 解得　 　
ｘ１

＝ ２
５

ｘ３
＝ １１

５

ì

î

í

ï
ï

ïï

基解 Ｘ（２）＝ ５
２ ，０，

１１
５ ，０( )

Ｔ

为可行解．

ｚ２ ＝ ５× ２
５

－２×０＋３×１１
５

－６×０＝ ４３
５

③ ∵ Ｐ１，Ｐ４线性无关，∴ （Ｐ１，Ｐ４）为基，ｘ１，ｘ４为基变量．

∴
ｘ１

＋４ｘ４
＝ ７－２ｘ２

－３ｘ３

２ｘ１
＋２ｘ４

＝ ３－ｘ２
－ｘ３

{
令非基变量 ｘ２，ｘ３

＝ ０，得

ｘ１
＋４ｘ４

＝ ７

２ｘ１
＋２ｘ４

＝ ３{ 　 　 解得　
ｘ１

＝ － １
３

ｘ４
＝ １１

６

ì

î

í

ï
ï

ïï

基解 Ｘ（３）＝ － １
３ ，０，０，

１１
６( )

Ｔ

为非可行解．

④ ∵ Ｐ２，Ｐ３线性无关，∴ （Ｐ２，Ｐ３）为基，ｘ２，ｘ３为基变量．

∴
２ｘ２

＋３ｘ３
＝ ７－ｘ１

－４ｘ４

ｘ２
＋ｘ３

＝ ３－２ｘ１
－２ｘ４

{
令非基变量 ｘ１，ｘ４

＝ ０，得
２ｘ２

＋３ｘ３
＝ ７

ｘ２
＋ｘ３

＝ ３{ 　 　 解得　
ｘ２

＝ ２

ｘ３
＝ １{

基解 Ｘ（４）＝ （０，２，１，０） Ｔ 为可行解．
ｚ４ ＝ ５×０－２×２＋３×１－６×０＝ －１
⑤ ∵ Ｐ２，Ｐ４线性相关，∴ ｘ２，ｘ４不能构成基变量．
⑥ ∵ Ｐ３，Ｐ４线性无关， （Ｐ３，Ｐ４）为基，ｘ３，ｘ４为基变量．

∴
３ｘ３

＋４ｘ４
＝ ７－ｘ１

－２ｘ２

ｘ３
＋２ｘ４

＝ ３－２ｘ１
－ｘ２

{
令非基变量 ｘ１，ｘ２

＝ ０，得
３ｘ３

＋４ｘ４
＝ ７

ｘ３
＋２ｘ４

＝ ３{ 　 　 解得　
ｘ３

＝ １

ｘ４
＝ １{

基解 Ｘ（６）＝ （０，０，１，１） Ｔ 为可行解．
ｚ６ ＝ ５×０－２×０＋３×１－６×１＝ －３

比较 ｚ２，ｚ４，ｚ６，可知 ｚ２ ＝
４３
５
为最大值．

∴ 最优解为 Ｘ（２）＝ ５
２ ，０，

１１
５ ，０( )

Ｔ

．

２􀆰 ４　 用单纯形法求解习题 ２􀆰 １中线性规划问题（１） ～ （４），要求：
（１） 分别验证在 ２􀆰 ３􀆰 ３节和 ２􀆰 ５􀆰 ２节给出的问题具有唯一最优解、无穷多最优解、无界解及无解时
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的判别标准．
（２） 当问题有可行解时，指出单纯形法迭代的每一步相当于图形上哪一个顶点．
【解】 　 （１） 标准型为
ｍａｘ ｚ＝ ｘ１

＋３ｘ２
＋０ｘ３

＋０ｘ４
＋０ｘ５

５ｘ１
＋１０ｘ２

＋ｘ３
＝ ５０

－ｘ１
－ｘ２

＋ｘ４
＝ －１

ｘ２
＋ｘ５

＝ ４

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ｃ ｊ １ ３ ０ ０ ０ θｉ

ＣＢ ｘＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

０ ｘ３ ５０ ５ １０ １ ０ ０ ５
０ ｘ４ －１ －１ ［－１］ ０ １ ０ １
０ ｘ５ ４ ０ １ ０ ０ １ ４

－ｚ ０ １ ３ ０ ０ ０
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续表

０ ｘ３ ４０ －５ ０ １ １０ ０ ４
３ ｘ２ １ １ １ ０ －１ ０ －１
０ ｘ５ ３ －１ ０ ０ ［１］ １ ３

－ｚ －３ －２ ０ ０ ＋３ ０
０ ｘ３ １０ ［５］ ０ １ ０ －１０ ２
３ ｘ２ ４ ０ １ ０ ０ １ —
０ ｘ４ ３ －１ ０ ０ １ １ －３

－ｚ －１２ １ ０ ０ ０ －３
１ ｘ１ ２ １ ０ １ ／ ５ ０ －２
３ ｘ２ ４ ０ １ ０ ０ １
０ ｘ４ ５ ０ ０ １ ／ ５ １ －１

－ｚ －１４ ０ ０ －１ ／ ５ ０ －１

得最优解 Ｘ∗ ＝（２，４，０，５，０） Ｔ

ｍａｘ ｚ＝ １４
（２） ｍｉｎ ｚ＝ ｘ１

＋１􀆰 ５ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４
＋Ｍ·ｘ５

＋Ｍ·ｘ６（Ｍ为无穷大正数）
ｘ１

＋３ｘ２
＋ｘ５

＝ ３

ｘ１
＋ｘ２

－ｘ４
＋ｘ６

＝ ２

ｘｉ≥０

ì

î

í

ïï

ïï

ｃ ｊ １ １􀆰 ５ ０ ０ ｍ Ｍ θｉ

ＣＢ ｘＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

Ｍ ｘ５ ３ １ ［３］ －１ ０ １ ０ １
Ｍ ｘ６ ２ １ １ ０ －１ ０ １ ２

－ｚ －５Ｍ １－２Ｍ １􀆰 ５－４Ｍ Ｍ Ｍ ０ ０
１􀆰 ５ ｘ２ １ １ ／ ３ １ －１ ／ ３ ０ １ ／ ３ ０ ３

Ｍ ｘ６ １
２
３[ ] ０ １ ／ ３ －１ －１ ／ ３ １ ３ ／ ２

－ｚ －Ｍ－１􀆰 ５ － ２
３
Ｍ＋ １

２ ０
１
２

－ １
３
Ｍ Ｍ Ｍ

３
－ １

２ ０

１􀆰 ５ ｘ２ １ ／ ２ ０ １ －１ ／ ２ １ ／ ２ １ ／ ２ －１ ／ ２
１ ｘ１ ３ ／ ２ １ ０ １ ／ ２ －３ ／ ２ －１ ／ ２ ３ ／ ２

－ｚ －９ ／ ４ ０ ０ １ ／ ４ ３ ／ ４ Ｍ－ １
４

Ｍ－ ３
４

由此得最优解．（３ ／ ２，１ ／ ２，０，０，０，０） Ｔ

ｍｉｎ ｚ＝ ９ ／ ４
（３） ｍａｘ ｚ＝ ２ｘ１

＋ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４

－ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＝ １

－０􀆰 ５ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ４
＝ ２

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

ì

î

í

ïï

ïï



第 ２章　 线性规划与单纯形法 １１　　　 　

ｃ ｊ ２ ２ ０ ０
ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

θｉ

０ ｘ３ １ －１ ［１］ １ ０ １
０ ｘ４ ２ －１ ／ ２ １ ０ １ ２

－ｚ ０ ２ ２ ０ ０
２ ｘ２ １ －１ １ １ ０ －１
０ ｘ４ １ ［１ ／ ２］ ０ －１ １ ２

－ｚ －２ ４ ０ －２ ０
２ ｘ２ ３ ０ １ －１ ２ －２
２ ｘ１ ２ １ ０ －２ ２ －１

－ｚ －１０ ０ ０ ６ －８

　 　 由上表可知，此线性规划问题为无界解．
（４） ｍａｘ ｚ＝ ｘ１

＋ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４

－ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＝ ０

３ｘ１·ｘ２
＋ｘ４

＝ －３

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

ì

î

í

ïï

ïï

ｃ ｊ １ １ ０ ０
ＣＢ ｘＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

θｉ

０ ｘ３ ０ －１ ［１］ １ ０ ０
０ ｘ４ －３ ３ －１ ０ １ ３

－ｚ ０ １ １ ０ ０
１ ｘ２ ０ ［－１］ １ １ ０ ０
０ ｘ４ －３ ２ ０ １ １ －３ ／ ２

－ｚ －１ ２ ０ －１ ０
１ ｘ１ ０ １ ［－１］ －１ ０ ０
０ ｘ４ －３ ０ ２ ３ １ －３ ／ ２

－ｚ －１ ０ ２ １ ０
１ ｘ２ ０ －１ １ １ ０
０ ｘ４ －３ ２ ０ １ １

－ｚ －１ ２ ０ －１ ０

无解．
２􀆰 ５　 以

ｍａｘ ｚ＝ ２ｘ１
＋ｘ２

３ｘ１
＋５ｘ２≤１５

６ｘ１
＋２ｘ２≤２４

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

为例，具体说明当目标函数中变量的系数怎样改变时，使满足约束条件的可行域的每一个顶点，都
有可能使目标函数值达到最优．
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【解】 　 目标函数 ｍａｘ ｚ＝ ｃ１ｘ１
＋ｃ２ｘ２

（１） 当 ｃ２≠０时，ｘ２
＝ －

ｃ１
ｃ２
ｘ１

＋ ｚ
ｃ２

＝ ｋｘ１
＋ ｚ
ｃ２

，其中 ｋ＝ －
ｃ１
ｃ２

图 ２ ５

由图 ２ ５知，ｋＡＢ ＝ － ３
５
，ｋＢＣ ＝ －３

① ｋ＜ｋＢＣ，即 ｋ＜－３时，ｃ１，ｃ２同号．
ｉ） 当 ｃ２＞０时，目标函数在 Ｃ点取得最大值．
ｉｉ） 当 ｃ２＜０时，目标函数在 Ｏ点取得最大值．

② ｋＢＣ＜ｋ＜ｋＡＢ即－３＜ｋ＜－
３
５
时，ｃ１，ｃ２同号．

ｉ） 当 ｃ２＞０时，目标函数在 Ｂ点取得最大值．
ｉｉ） 当 ｃ２＜０时，目标函数在 Ｏ点取得最大值．

③ ｋＡＢ＜ｋ＜０时，即－
３
５

＜ｋ＜０时，ｃ１，ｃ２同号．

ｉ） 当 ｃ２＞０时，目标函数在 Ａ点取得最大值．
ｉｉ） 当 ｃ２＜０时，目标函数在 Ｏ点取得最大值．
④ 当 ｋ＞０时，ｃ１，ｃ２异号．
ｉ） ｃ２＞０，ｃ１＜０时，目标函数在 Ａ点取得最大值．
ｉｉ） ｃ２＜０，ｃ１＞０时，目标函数在 Ｃ点取得最大值．

⑤ ｋ＝ ｋＡＢ，即 ｋ＝ － ３
５
时，ｃ１，ｃ２同号．

ｉ） ｃ２＞０时，目标函数在线段 ＡＢ上任意一点取得最大值．
ｉｉ） ｃ２＜０时，目标函数在 Ｏ点取得最大值．
⑥ ｋ＝ ｋＢＣ，即 ｋ＝ －３时，ｃ１，ｃ２同号．
ｉ） ｃ２＞０时，目标函数在线段 ＢＣ上任意一点取得最大值．
ｉｉ） ｃ２＜０时，目标函数在 Ｏ点取得最大值．
⑦ ｋ＝ ０时，ｃ１ ＝ ０
ｉ） ｃ２＞０时，目标函数在 Ａ点取得最大值．
ｉｉ） ｃ２＜０时，目标函数在线段 ＯＣ上任意一点取得最大值．
（２） 当 ｃ２ ＝ ０时，ｍａｘ ｚ＝ ｃ１ｘ１

① ｃ１＞０时，目标函数在 Ｃ点取得最大值．
② ｃ１＜０时，目标函数在线段 ＯＡ上任意一点取得最大值．
③ ｃ１ ＝ ０时，在可行域的任意一点取得最大值．
２􀆰 ６　 分别用单纯形法中的大 Ｍ法和两阶段法求解下述线性规划问题，并指出属哪一类解．
（１） ｍａｘ ｚ＝ ２ｘ１

＋３ｘ２
－５ｘ３ （２） ｍｉｎ ｚ＝ ２ｘ１

＋３ｘ２
＋ｘ３

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＝ ７

２ｘ１
－５ｘ２

＋ｘ３≥１０

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ïï

ïï

ｘ１
＋４ｘ２

＋２ｘ３≥８

３ｘ１
＋２ｘ２≥６

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ïï

ïï

【解】 　 （１） 解法一：大 Ｍ法
将上述问题化为标准型式，并加入人工变量得：
ｍａｘ ｚ＝ ２ｘ１

＋３ｘ２
－５ｘ３

－Ｍｘ４
＋０·ｘ５

－Ｍｘ６
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ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＋ｘ４

＝ ７

２ｘ１
－５ｘ２

＋ｘ３
－ｘ５

＋ｘ６
＝ １０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６≥０

ì

î

í

ïï

ïï

其中 Ｍ是一个任意大的正数．
对于此线性规划问题，用单纯形表进行计算，见表 ２ ３．

表 ２ ３
ｃ ｊ ２ ３ －５ －Ｍ ０ －Ｍ

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

θ

－Ｍ ｘ４ ７ １ １ １ １ ０ ０ ７
－Ｍ ｘ６ １０ ［２］ －５ １ ０ －１ １ ５

－ｚ １７Ｍ ３Ｍ＋２ ３－４Ｍ ２Ｍ－５ ０ －Ｍ ０

－Ｍ ｘ４ ２ ０ ７
２[ ] １

２
１ １

２
－ １

２
４
７

２ ｘ１ ５ １ － ５
２

１
２ ０ － １

２
１
２ —

－ｚ ２Ｍ－１０ ０ ７
２

＋８ １
２
Ｍ－６ ０ １

２
Ｍ＋１ － ３

２
Ｍ－１

３ ｘ２
４
７ ０ １

１
７

２
７

１
７

－ １
７

２ ｘ１
４５
７

１ ０ ６
７

５
７

－ １
７

１
７

－ｚ －１０２
７ ０ ０ －５０

７
－Ｍ－１６

７
－ １

７
－Ｍ＋ １

７

由表 ２ ３可得，此线性规划问题的最优解

Ｘ∗ ＝ ４５
７ ，

４
７ ，０，０，０，０( )

Ｔ

目标函数最优值 ｍａｘ ｚ＝ １０２ ／ ７
此线性规划问题有唯一最优解．
解法二：两阶段法
第一阶段的数学模型为：
ｍｉｎ ｗ＝ ｘ４

＋ｘ６

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＋ｘ４

＝ ７

２ｘ１
－５ｘ２

＋ｘ３
－ｘ５

＋ｘ６
＝ １０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６≥０

ì

î

í

ïï

ïï

对于此线性规划问题用单纯形表进行计算，见表 ２ ４．
表 ２ ４

ｃ ｊ ０ ０ ０ １ ０ １
ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

θ

１ ｘ４ ７ １ １ １ １ ０ ０ ７
１ ｘ６ １０ ［２］ －５ １ ０ －１ １ ５

－ｗ －１７ －３ ４ －２ ０ １ ０
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１ ｘ４ ２ ０ ７
２[ ] １

２
１ １

２
－ １

２
４
７

０ ｘ１ ５ １ － ５
２

１
２

０ － １
２

１
２

—

－ｗ －２ ０ － ７
２

－ １
２

０ － １
２

３
２

０ ｘ２
４
７

０ １ １
７

２
７

１
７

－ １
７
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续表 ２ ４

０ ｘ１
４５
７

１ ０ ６
７

５
７

－ １
７

１
７

－ｗ ０ ０ ０ ０ １ ０ １

由表 ２ ４可得：第一阶段的最优解

Ｘ∗ ＝ ４５
７ ，

４
７ ，０，０，０，０( )

Ｔ

为原线性规划问题的基可行解．
目标函数的最优值 ｍｉｎ ｗ＝ ０
第二阶段单纯形表见表 ２ ５．

表 ２ ５
ｃ ｊ ２ ３ －５ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ５

θ

３ ｘ２
４
７

０ １ １
７

１
７

２ ｘ１
４５
７ １ ０

６
７

－ １
７

－ｚ －１０２
７

０ ０ －５０
７

－ １
７

由表 ２ ５可得原线性规划问题的最优解

Ｘ∗ ＝ ４５
７ ，

４
７ ，０，０，０，０( )

Ｔ

目标函数最优值 ｍａｘ ｚ＝ １０２ ／ ７
此线性规划问题具有唯一最优解．

（２） 解法一：大 Ｍ法．
令 ｚ′＝ －ｚ
则 ｍａｘ ｚ′＝ －ｍｉｎ（－ｚ′）＝ －ｍｉｎ ｚ
将上述问题转化为标准型式，并加入人工变量得：

ｍａｘ ｚ′＝ －２ｘ１
－３ｘ２

－ｘ３
＋０·ｘ４

＋０·ｘ５
－Ｍｘ６

－Ｍｘ７

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋４ｘ２

＋２ｘ３
－ｘ４

＋ｘ６
＝ ８

３ｘ１
＋２ｘ２

－ｘ５
＋ｘ７

＝ ６

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７≥０

ì

î

í

ïï

ïï

其中 Ｍ是一个任意大的正数．
对于此线性规划问题，用单纯形表进行计算，见表 ２ ６．

表 ２ ６
ｃ ｊ －２ －３ －１ ０ ０ －Ｍ －Ｍ

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

θ

－Ｍ ｘ６ ８ １ ［４］ ２ －１ ０ １ ０ ２
－Ｍ ｘ７ ６ ３ ２ ０ ０ －１ ０ １ ３

－ｚ′ １４Ｍ ４Ｍ－２ ６Ｍ－３ ２Ｍ－１ －Ｍ －Ｍ ０ ０

－３ ｘ２ ２ １
４

１ １
２

－ １
４

０ １
４

０ ８
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续表 ２ ６

－Ｍ ｘ７ ２ ５
２[ ] ０ －１ １

２
－１ － １

２
１ ４

５

－ｚ′ ２Ｍ＋６
５
２
Ｍ－ ５

４ ０
１
２

－Ｍ １
２
Ｍ－ ３

４
－Ｍ － ３

２
Ｍ＋ ３

４ ０

－３ ｘ２
９
５

０ １ ３
５

－ ３
１０

１
１０

３
１０

－ １
１０

－２ ｘ１
４
５ １ ０ － ２

５
１
５

－ ２
５

－ １
５

２
５

－ｚ′ ７ ０ ０ ０ － １
２

－ １
２

１
２

－Ｍ １
２

－Ｍ

由表 ２ ６可得：此线性规划问题的最优解

Ｘ∗ ＝ ４
５ ，

９
５ ，０，０，０，０，０( )

Ｔ

目标函数最优值 ｍｉｎ ｚ＝ ７
∵ 非基变量 ｘ３的检验数 σ３ ＝ ０．
∴ 此线性规划问题有无穷多最优解．
解法二：两阶段法．
第一阶段的数学模型为
ｍｉｎ ｗ＝ ｘ６

＋ｘ７

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋４ｘ２

＋２ｘ３
－ｘ４

＋ｘ６
＝ ８

３ｘ１
＋２ｘ２

－ｘ５
＋ｘ７

＝ ６

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７≥０

ì

î

í

ïï

ïï

对于此线性规划问题，用单纯形表进行计算，见表 ２ ７．
表 ２ ７

ｃ ｊ ０ ０ ０ ０ ０ １ １
ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

θ

１ ｘ６ ８ １ ［４］ ２ －１ ０ １ ０ ２
１ ｘ７ ６ ３ ２ ０ ０ －１ ０ １ ３

－ｗ －１４ －４ －６ －２ １ １ ０ ０

０ ｘ２ ２ １
４

１ １
２

－ １
４

０ １
４

０ ８

１ ｘ７ ２
５
２[ ] ０ －１

１
２

－１ － １
２ １

４
５

－ｗ －２ － ５
２

０ １ － １
２

１ ３
２

０

０ ｘ２
９
５ ０ １

３
５

－ ３
１０

１
１０

３
１０

－ １
１０

０ ｘ１
４
５

１ ０ － ２
５

１
５

－ ２
５

－ １
５

２
５

－ｗ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １

由表 ２ ７可得：第一阶段的最优解

Ｘ∗ ＝ ４
５ ，

９
５ ，０，０，０，０，０( )

Ｔ

为原线性规划问题的基可行解．
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目标函数的最优值 ｍｉｎ ｗ＝ ０．
第二阶段的单纯形表见表 ２ ８．

表 ２ ８
ｃ ｊ ２ ３ １ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

３ ｘ２
９
５

０ １ ３
５

－ ３
１０

１
１０

２ ｘ１
４
５

１ ０ － ２
５

１
５

－ ２
５

－ｚ －７ ０ ０ ０ １
２

１
２

由表 ２ ８可得：原线性规划问题的最优解

Ｘ∗ ＝ ４
５ ，

９
５ ，０，０，０，０，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍｉｎ ｚ＝ ７．
∵ 非基变量 ｘ３的检验数 σ３ ＝ ０．
∴ 此线性规划问题存在无穷多最优解．

２􀆰 ７　 求下述线性规划问题目标函数 ｚ的上界ｚ∗和下界ｚ∗ ．
ｍａｘ ｚ＝ ｃ１ｘ１

＋ｃ２ｘ２

ａ１１ｘ１
＋ａ１２ｘ２≤ｂ１

ａ２１ｘ１
＋ａ２２ｘ２≤ｂ２

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

其中：１≤ｃ１≤３，４≤ｃ２≤６，８≤ｂ１≤１２，１０≤ｂ２≤１４，－１≤ａ１１≤３，２≤ａ１２≤５，２≤ａ２１≤４，４≤ａ２２≤６．

【解】 　 （１） 要求 ｚ的上界ｚ∗，即要求 ｃ１，ｃ２，ｂ１，ｂ２ 取其最大值；ａ１１，ａ１２，ａ２１，ａ２２取其最小值．此时，线
性规划问题为

ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１＋６ｘ２

ｓ．ｔ．
－ｘ１＋２ｘ２≤１２
２ｘ１＋４ｘ２≤１４
ｘ１，ｘ２≥０

{
在上述问题的约束条件中加入松弛变量 ｘ３，ｘ４，得到该线性规划问题的标准型

ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１＋６ｘ２＋０ｘ３＋０ｘ４

ｓ．ｔ．
－ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３ ＝ １２
ｘ１＋２ｘ２＋ｘ４ ＝ ７
ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

{
计算过程如表 ２ ９所示．

表 ２ ９
ｃ ｊ ３ ６ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

θｉ

０
０

ｘ３

ｘ４

１２
７

－１
１

２
［２］

１
０

０
１

６
７ ／ ２

σｊ ３ ６ ０ ０ －
０
６

ｘ３

ｘ２

５
７ ／ ２

－２
１ ／ ２

０
１

１
０

－１ １ ／ ２
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σｊ ０ ０ ０ －３

　 　 由表 ２ ９可知最优解 Ｘ∗ ＝ ０，
７
２ ，５，０( )

Ｔ

，目标函数 ｚ的上界ｚ∗ ＝ ６× ７
２

＝ ２１．

（２） 要求 ｚ的下界ｚ∗，即要求 ｃ１，ｃ２，ｂ１，ｂ２ 取其最小值；ａ１１，ａ１２，ａ２１，ａ２２取其最大值．此时，线性规划
问题为

ｍａｘ ｚ＝ ｘ１＋４ｘ２

ｓ．ｔ．
３ｘ１＋５ｘ２≤８
４ｘ１＋６ｘ２≤１０
ｘ１，ｘ２≥１０

{
在上述问题的约束条件中加入松弛变量 ｘ３，ｘ４，得到的该线性规划问题的标准型

ｍａｘ ｚ＝ ｘ１＋４ｘ２＋０ｘ３＋０ｘ４

ｓ．ｔ．
３ｘ１＋５ｘ２＋ｘ３ ＝ ８
２ｘ１＋３ｘ２＋ｘ４ ＝ ５
ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

{
计算过程如表 ２ １０所示．

表 ２ １０
ｃ ｊ １ ４ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

θｉ

０
０

ｘ３

ｘ４

８
５

３
２

［５］
３

１
０

０
１

８ ／ ５
５ ／ ３

σｊ １ ４ ０ ０
４
０

ｘ２

ｘ４

８ ／ ５
１ ／ ５

３ ／ ５
１ ／ ５

１
０

１ ／ ５
－３ ／ ５

０
１

σｊ －７ ／ ５ ０ －４ ／ ５ ０

　 　 由表 ２ １０可知，最优解 Ｘ∗ ＝ ０，
８
５ ，０，

１
５( )

Ｔ

，目标函数 ｚ的下界ｚ∗ ＝ ０＋４× ８
５

＝ ３２
５
．

２􀆰 ８　 表 ２ １１是某求极大化线性规划问题计算得到的单纯形表．表中无人工变量，ａ１、ａ２、ａ３、ｄ、ｃ１、
ｃ２为待定常数．试说明这些常数分别取何值时，以下结论成立．

（１） 表中解为唯一最优解；
（２） 表中解为最优解，但存在无穷多最优解；
（３） 该线性规划问题具有无界解；
（４） 表中解非最优，为对解改进，换入变量为 ｘ１，换出变量为 ｘ６ ．

表 ２ １１

基 ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

ｘ３ ｄ ４ ａ１ １ ０ ａ２ ０
ｘ４ ２ －１ －３ － １ －１ ０
ｘ６ ３ ａ３ －５ ０ ０ －４ １
ｃ ｊ－ｚ ｊ ｃ１ ｃ２ ０ ０ －３ ０

　 　 【解】 　 （１） 当解为唯一最优解时，必有 ｄ≥０，ｃ１＜０，ｃ２＜０．
（２） 当解为最优解，但存在无穷多最优解时，必有 ｄ≥０，ｃ１≤０，ｃ２ ＝ ０或 ｄ≥０，ｃ１ ＝ ０，ｃ２≤０．
（３） 当该问题为无界解时，必有 ｄ≥０，ｃ１≤０，ｃ２＞０且 ａ１≤０．
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（４） 当解为非最优，为对解进行改进，当换入变量为 ｘ１，换出变量为 ｘ６，必有 ｄ≥０，ｃ１＞０，且 ｃ１≥ｃ２，

ａ３＞０，
３
ａ３

＜ ｄ
４
．

２􀆰 ９　 某昼夜服务的公交线路每天各时间区段内所需司机和乘务人员数如表 ２ １２：
表 ２ １２

班次 时　 间 所需人数

１ ６：００～１０：００ ６０

２ １０：００～１４：００ ７０

３ １４：００～１８：００ ６０

４ １８：００～２２：００ ５０

５ ２２：００～２：００ ２０

６ ２：００～６：００ ３０

设司机和乘务人员分别在各时间区段一开始时上班，并连续工作八小时，问该公交线路至少配备多少名
司机和乘务人员．列出这个问题的线性规划模型．

【解】 　 设 ｘｋ（ｋ＝ １，２，３，４，５，６）表示 ｘｋ 名司机和乘务人员第 ｋ班次开始上班．由题意，有
ｍｉｎ ｚ＝ ｘ１

＋ｘ２
＋ｘ３

＋ｘ４
＋ｘ５

＋ｘ６

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ６
＋ｘ１≥６０

ｘ１
＋ｘ２≥７０

ｘ２
＋ｘ３≥６０

ｘ３
＋ｘ４≥５０

ｘ４
＋ｘ５≥２０

ｘ５
＋ｘ６≥３０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

２􀆰 １０　 某糖果厂用原料 Ａ、Ｂ、Ｃ加工成三种不同牌号的糖果甲、乙、丙．已知各种牌号糖果中 Ａ、Ｂ、Ｃ
含量，原料成本，各种原料的每月限制用量，三种牌号糖果的单位加工费及售价如表 ２ １３所示．

表 ２ １３

甲 乙 丙
原料成本
（元 ／ ｋｇ）

每月限制用量
（ｋｇ）

Ａ ≥６０％ ≥１５％ ２􀆰 ００ ２ ０００

Ｂ １􀆰 ５０ ２ ５００
Ｃ ≤２０％ ≤６０％ ≤５０％ １􀆰 ００ １ ２００

加工费（元 ／ ｋｇ） ０􀆰 ５０ ０􀆰 ４０ ０􀆰 ３０

售价（元 ／ ｋｇ） ３􀆰 ４０ ２􀆰 ８５ ２􀆰 ２５

问该厂每月应生产这三种牌号糖果各多少千克，使该厂获利最大？ 试建立这个问题的线性规划的数学
模型．

【解】 　 设 ｘ１，ｘ２，ｘ３分别为甲糖果中 Ａ，Ｂ，Ｃ的含量；ｘ４，ｘ５，ｘ６分别为乙糖果中 Ａ，Ｂ，Ｃ的含量；ｘ７，ｘ８，
ｘ９分别为丙糖果中 Ａ，Ｂ，Ｃ的含量．由题意，有

ｍａｘ ｚ ＝（３􀆰 ４０－０􀆰 ５０）×（ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３）＋（２􀆰 ８５－０􀆰 ４０）×（ｘ４
＋ｘ５

＋ｘ６）
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＋（２􀆰 ２５－０􀆰 ３０）×（ｘ７
＋ｘ８

＋ｘ９）－２􀆰 ００×（ｘ１
＋ｘ４

＋ｘ７）
－１􀆰 ５０×（ｘ２

＋ｘ５
＋ｘ８）－１􀆰 ００×（ｘ３

＋ｘ６
＋ｘ９）

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３

≥０􀆰 ６

ｘ３

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３

≤０􀆰 ２

ｘ４

ｘ４
＋ｘ５

＋ｘ６

≥０􀆰 １５

ｘ６

ｘ４
＋ｘ５

＋ｘ６

≤０􀆰 ６

ｘ９

ｘ７
＋ｘ８

＋ｘ９

≤０􀆰 ５

ｘ１
＋ｘ４

＋ｘ７≤２ ０００

ｘ２
＋ｘ５

＋ｘ８≤２ ５００

ｘ３
＋ｘ６

＋ｘ９≤１ ２００

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ８，ｘ９≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

对上式进行整理得到所求问题的线性规划模型

ｍａｘ ｚ ＝ ０􀆰 ９ｘ１
＋１􀆰 ４ｘ２

＋１􀆰 ９ｘ３
＋０􀆰 ４５ｘ４

＋０􀆰 ９５ｘ５
＋１􀆰 ４５ｘ６

－０􀆰 ０５ｘ７
＋０􀆰 ４５ｘ８

＋０􀆰 ９５ｘ９

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－０􀆰 ４ｘ１
＋０􀆰 ６ｘ２

＋０􀆰 ６ｘ３≤０

－０􀆰 ２ｘ１
－０􀆰 ２ｘ２

＋０􀆰 ８ｘ３≤０

－０􀆰 ８５ｘ４
＋０􀆰 １５ｘ５

＋０􀆰 １５ｘ６≤０

－０􀆰 ６ｘ４
－０􀆰 ６ｘ５

＋０􀆰 ４ｘ６≤０

－０􀆰 ５ｘ７
－０􀆰 ５ｘ８

＋０􀆰 ５ｘ９≤０

ｘ１
＋ｘ４

＋ｘ７≤２ ０００

ｘ２
＋ｘ５

＋ｘ８≤２ ５００

ｘ３
＋ｘ６

＋ｘ９≤１ ２００

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ８，ｘ９≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

２􀆰 １１　 某厂生产三种产品Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ．每种产品要经过 Ａ，Ｂ两道工序加工．设该厂有两种规格的设备
能完成 Ａ工序，它们以 Ａ１，Ａ２表示；有三种规格的设备能完成 Ｂ工序，它们以 Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３表示．产品Ⅰ可在
Ａ，Ｂ任何一种规格设备上加工．产品Ⅱ可在任何规格的 Ａ设备上加工，但完成 Ｂ工序时，只能在 Ｂ１设备

上加工；产品Ⅲ只能在 Ａ２与 Ｂ２设备上加工．已知在各种机床设备的单件工时，原材料费，产品销售价格，
各种设备有效台时以及满负荷操作时机床设备的费用如下表（表 ２ １４），要求安排最优的生产计划，使
该厂利润最大．

表 ２ １４

设　 备
产　 　 品

Ⅰ Ⅱ Ⅲ
设备有效台时

满负荷时的
设备费用（元）

Ａ１ ５ １０ ６ ０００ ３００
Ａ２ ７ ９ １２ １０ ０００ ３２１
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Ｂ１ ６ ８ ４ ０００ ２５０
Ｂ２ ４ １１ ７ ０００ ７８３
Ｂ３ ７ ４ ０００ ２００

原材料（元 ／件）ｘ０ ０􀆰 ２５ ０􀆰 ３５ ０􀆰 ５０

单　 价（元 ／件） １􀆰 ２５ ２􀆰 ００ ２􀆰 ８０

　 　 【解】 　 对产品Ⅰ来说，设以 Ａ１，Ａ２完成 Ａ工序的产品分别为 ｘ１，ｘ２件，转入 Ｂ工序时，以 Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３完

成 Ｂ工序的产品分别为 ｘ３，ｘ４，ｘ５件；对产品Ⅱ来说，设以 Ａ１，Ａ２完成 Ａ工序的产品分别为 ｘ６，ｘ７件，转入
Ｂ工序时，以 Ｂ１完成 Ｂ工序的产品为 ｘ８件；对产品Ⅲ来说，设以 Ａ２完成 Ａ工序的产品为 ｘ９件，则以 Ｂ２完

成 Ｂ工序的产品也为 ｘ９件．由上述条件可得：
ｘ１

＋ｘ２
＝ ｘ３

＋ｘ４
＋ｘ５

ｘ６
＋ｘ７

＝ ｘ８

由题目所给的数据可得到解此问题的数学模型为：

ｍａｘ ｚ ＝（１􀆰 ２５－０􀆰 ２５）×（ ｘ１
＋ｘ２） ＋（２􀆰 ００－０􀆰 ３５） ×（ ｘ６

＋ｘ７） ＋（２􀆰 ８０－０􀆰 ５０） ×ｘ９
－ ３００
６ ０００

×（５ｘ１
＋１０ｘ６） －

３２１
１０ ０００

×（７ｘ２
＋９ｘ７

＋１２ｘ９）

－ ２５０
４ ０００

×（６ｘ３
＋８ｘ８）－

７８３
７ ０００

×（４ｘ４
＋１１ｘ９）－

２００
４ ０００

×７ｘ５

ｓ􀆰 ｔ􀆰

５ｘ１
＋１０ｘ６≤６ ０００

７ｘ２
＋９ｘ７

＋１２ｘ９≤１０ ０００

６ｘ３
＋８ｘ８≤４ ０００

４ｘ４
＋１１ｘ９≤７ ０００

７ｘ５≤４ ０００

ｘ１
＋ｘ２

＝ ｘ３
＋ｘ４

＋ｘ５

ｘ６
＋ｘ７

＝ ｘ８

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ８，ｘ９≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

解之得最优解为：
ｘ∗
１
＝ １ ２００，ｘ∗

２
＝ ２３０，ｘ∗

３
＝ ０，ｘ∗

４
＝ ８５９，ｘ∗

５
＝ ５７１，ｘ∗

６
＝ ０，ｘ∗

７
＝ ５００，ｘ∗

８
＝ ５００，ｘ∗

９
＝ ３２４．

最优值为 １ １４７元．
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第 ３章　 对偶理论和灵敏度分析

１􀆰 了解对偶问题的特点，熟悉互为对偶问题之间的关系．
２􀆰 掌握对偶理论及其性质．
３􀆰 掌握对偶单纯形法．
４􀆰 熟悉灵敏度分析的概念和内容．
５􀆰 掌握限制常数和价值系数、约束条件系数的变化对原最优解的影响．
６􀆰 掌握增加新变量和增加新约束条件对原最优解的影响，并求出相应因素的灵敏度范围．
７􀆰 了解参数线性规划的解法．
８􀆰 了解影子价格的经济意义．

１􀆰 对于一个线性规划数学模型，如果必须引入人工变量转化成规范型，则不要急于用两阶段法求
解，首先应该判断其数学模型的特点：如果数学模型个数少而约束条件个数多，则可考虑将数学模型转
化为对偶数学模型，先求对偶数学模型的最优解，然后利用对偶理论求出原问题最优解，如果数学模型
变量个数多而约束条件个数少，则可考虑利用对偶单纯形法求原问题最优解．
对于一个灵敏分析的问题，首先需要理解最优表与初始表的换算关系，然后才能利用初始表中的变

化（一般用参数的形式表示）计算出最优表中的变化，其中就包含有参数，再令最优表保持不变，求出参
数的变化范围，即参数的灵敏度范围．当参数的实际变化在其灵敏度范围之内，则原最优解基保持不变．
当参数的实际变化在其灵敏度范围之外，则原最优解不再是最优解，需要继续用单纯形法或对偶单纯形
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法求出新最优解．
２􀆰 对偶单纯形法的优点
（１） 初始解可以是非可行解，当检验数都为负数时，就可以进行基的变换，这时不需要加入人工变

量，因此，可以简化计算．
（２） 当变量多于约束条件时，对这样的线性规划问题，用对偶单纯形法计算可以减少计算工作量，

因此对变量较少，而约束条件很多的线性规划问题，可先将它变换成对偶问题，然后用对偶单纯形法求
解．

（３） 在灵敏度分析中，有时需要用对偶单纯形法，这样可使问题的处理简化，对偶单纯形法的局限
性主要是，对大多数线性规划问题，很难找到一个初始可行基，因而这方法在求解线性规划问题时很少
单独运用．

３􀆰 １　 用改进单纯形法（矩阵计算法）求解以下线性规划问题．
（１） ｍａｘ ｚ＝ ６ｘ１

－２ｘ２
＋３ｘ３

２ｘ１
－ｘ２

＋２ｘ３≤２

ｘ１
＋４ｘ３≤４

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ïï

ïï

（２） ｍｉｎ ｚ＝ ２ｘ１
＋ｘ２

３ｘ１
＋ｘ２

＝ ３

４ｘ１
＋３ｘ２≥６

ｘ１
＋２ｘ２≤３

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 【解】 　 （１） 将上述线性规划问题转化为标准型式：
ｍａｘ ｚ＝ ６ｘ１

－２ｘ２
＋３ｘ３

＋０·ｘ４
＋０·ｘ５

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
－ｘ２

＋２ｘ３
＋ｘ４

＝ ２

ｘ１
＋４ｘ３

＋ｘ５
＝ ４

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５≥０

ì

î

í

ïï

ïï

取 Ｂ０ ＝（Ｐ４，Ｐ５）＝
１　 ０
０　 １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ＸＢ０

＝（ｘ４，ｘ５）
Ｔ，　 ＣＢ０

＝（０，０），

Ｎ０ ＝（Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３）＝
２ －１ ２
１ ０ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ＸＮ０

＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
Ｔ，

ＣＮ０
＝（６，－２，３），　 Ｂ－１

０ ＝
１　 ０
０　 １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ｂ０

＝
２
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

非基变量的检验数

σＮ０
＝ＣＮ０

－ＣＢ０
Ｂ－１

０ Ｎ０ ＝ＣＮ０
＝（６，－２，３）

∵ ｘ１的检验数 σ１ ＝ ６为正的最大
∴ ｘ１为换入变量

Ｂ－１
０ ｂ０

＝
２
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｂ－１

０ Ｐ１ ＝
２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

由 θ规则得

θ＝ｍｉｎ
ｉ

（Ｂ－１
０ ｂ０） ｉ

（Ｂ－１
０ Ｐ１） ｉ

（Ｂ－１
０ Ｐ１） ｉ＞０{ } ＝ｍｉｎ ２

２ ，
４
１{ } ＝ １

∴ ｘ４为换出变量．

∴ Ｂ１ ＝（Ｐ１，Ｐ５）＝
２　 ０
１　 １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ＸＢ１

＝（ｘ１，ｘ５）
Ｔ，　 ＣＢ１

＝（６，０），
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Ｎ１ ＝（Ｐ４，Ｐ２，Ｐ３）＝
１ －１ ２
０ ０ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 ＸＮ１

＝（ｘ４，ｘ２，ｘ３）
Ｔ，

ＣＮ１
＝（０，－２，３），　 Ｂ－１

１ ＝

１
２ ０

－ １
２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，ｂ１

＝Ｂ－１
１ ｂ０

＝

１
２ ０

－ １
２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

２
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

非基变量的检验数

σＮ１
＝ＣＮ１

－ＣＢ１
Ｂ－１

１ Ｎ１

＝（０，－２，３）－（６，０）

１
２ ０

－ １
２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

１ －１ ２
０ ０ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝（０，－２，３）－（３，０）
１ －１ ２
０ ０ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝（０，－２，３）－（３，－３，６）
＝ （－３，１，－３）

∵ ｘ２的检验数 σ２ ＝ １为正的最大
∴ ｘ２为换入变量．

Ｂ－１
１ ｂ０

＝
１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｂ－１

１ Ｐ２ ＝

１
２ ０

－ １
２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

－１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－ １
２

１
２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

由 θ规则得

θ＝ｍｉｎ
ｉ

（Ｂ－１
１ ｂ０） ｉ

（Ｂ－１
１ Ｐ２） ｉ

（Ｂ－１
１ Ｐ２） ｉ＞０{ } ＝ｍｉｎ ３

１ ／ ２{ } ＝ ６

∴ ｘ５为换出变量．

Ｂ２ ＝（Ｐ１，Ｐ２）＝
２ －１
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ＸＢ２

＝（ｘ１，ｘ２）
Ｔ，　 ＣＢ２

＝（６，－２），

Ｎ２ ＝（Ｐ４，Ｐ５，Ｐ３）＝
１ ０ ２
０ １ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ＸＮ２

＝（ｘ４，ｘ５，ｘ３）
Ｔ，

ＣＮ２
＝（０，０，３），　 Ｂ－１

２ ＝
０ １
－１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｂ２

＝Ｂ－１
２ ｂ０ ＝

０ １
－１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

４
６

æ

è
ç

ö

ø
÷

非基变量的检验数

σＮ２
＝ＣＮ２

－ＣＢ２
Ｂ－１

２ Ｎ２

＝（０，０，３）－（６，－２）
０ １
－１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ０ ２
０ １ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝（０，０，３）－（２，２）
１ ０ ２
０ １ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝（０，０，３）－（２，２，１２）
＝ （－２，－２，－９）

∵ 非基变量的检验数均为负
∴ 原问题已达到最优解．
最优解
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Ｘ∗ ＝
ｘ１

ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｂ－１

２ ｂ０
＝

４
６

æ

è
ç

ö

ø
÷即 Ｘ∗ ＝（４，６，０） Ｔ

目标函数最优值 ｍａｘ ｚ＝ ６×４－２×６＋３×０＝ １２
（２） 将上述线性规划问题化为如下形式：
ｍｉｎ ｚ＝ ２ｘ１

＋ｘ２
＋０·ｘ３

＋Ｍ·ｘ４
＋Ｍ·ｘ５

＋０·ｘ６（Ｍ是一个任意大的正数）

ｓ􀆰 ｔ􀆰

３ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ４
＝ ３

４ｘ１
＋３ｘ２

－ｘ３
＋ｘ５

＝ ６

ｘ１
＋２ｘ２

＋ｘ６
＝ ３

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

取

Ｂ０ ＝（Ｐ４，Ｐ５，Ｐ６）＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，　 ＸＢ０

＝（ｘ４，ｘ５，ｘ６）
Ｔ，ＣＢ０

＝（Ｍ，Ｍ，０），

Ｎ０ ＝（Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３）＝
３ １ ０
４ ３ －１
１ ２ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，ＸＮ０

＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
Ｔ，　 ＣＮ０

＝（２，１，０），

Ｂ－１
０ ＝

１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，　 ｂ０

＝（３，６，３） Ｔ

非基变量的检验数

σＮ０
＝ＣＮ０

－ＣＢ０
Ｂ－１

０ Ｎ０

＝（２，１，０）－（Ｍ，Ｍ，０）
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

３ １ ０
４ ３ －１
１ ２ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

＝（２，１，０）－（７Ｍ，４Ｍ，－Ｍ）
＝ （２－７Ｍ，１－４Ｍ，Ｍ）

∵ ｘ１的检验数 σ１ ＝ ２－７Ｍ为负的最小．
∴ ｘ１为换入变量．

Ｂ－１
０ ｂ０

＝
３
６
３

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，　 Ｂ－１

０ Ｐ１ ＝
３
４
１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

由 θ规则得

θ＝ｍｉｎ
ｉ

（Ｂ－１
０ ｂ） ｉ

（Ｂ－１
０ Ｐ１） ｉ

（Ｂ－１
０ Ｐ１） ｉ＞０{ } ＝ｍｉｎ ３

３ ，
６
４ ，

３
１{ } ＝ １

∴ ｘ４为换出变量．

Ｂ１ ＝（Ｐ１，Ｐ５，Ｐ６）＝
３ ０ ０
４ １ ０
１ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，ＸＢ１

＝（ｘ１，ｘ５，ｘ６）
Ｔ，　 ＣＢ１

＝（２，Ｍ，０），

Ｎ１ ＝（Ｐ４，Ｐ２，Ｐ３）＝
１ １ ０
０ ３ －１
０ ２ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，ＸＮ１

＝（ｘ４，ｘ２，ｘ３）
Ｔ，　 ＣＮ１

＝（Ｍ，１，０），
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Ｂ－１
１ ＝

１
３ ０ ０

－ ４
３ １ ０

－ １
３ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，ｂ１
＝Ｂ－１

１ ｂ０
＝

１
３ ０ ０

－ ４
３ １ ０

－ １
３ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

３
６
３

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

１
２
２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

非基变量的检验数

σＮ１
＝ＣＮ１

－ＣＢ１
Ｂ－１

１ Ｎ１

＝（Ｍ，１，０）－（２，Ｍ，０）

１
３ ０ ０

－ ４
３ １ ０

－ １
３ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

１ １ ０
０ ３ －１
０ ２ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

＝（Ｍ，１，０）－ ２
３

－ ４
３ Ｍ，Ｍ，０( )

１ １ ０
０ ３ －１
０ ２ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

＝（Ｍ，１，０）－ ２
３

－ ４
３ Ｍ，

２
３

＋ ５
３ Ｍ，－Ｍ( )

＝ ７
３ Ｍ－ ２

３ ，
１
３

－ ５
３ Ｍ，Ｍ( )

∵ ｘ２的检验数 σ２ ＝
１
３

－ ５
３
Ｍ为负的最小

∴ ｘ２为换入变量．

Ｂ－１
１ ｂ０

＝
１
２
２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，　 Ｂ－１

１ Ｐ２ ＝

１
３ ０ ０

－ ４
３ １ ０

－ １
３ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

１
３
２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

１
３
５
３
５
３

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

由 θ规则得

θ＝ｍｉｎ
ｉ

（Ｂ－１
１ ｂ０） ｉ

（Ｂ－１
１ Ｐ２） ｉ

（Ｂ－１
１ Ｐ２） ｉ＞０{ } ＝ｍｉｎ １

１ ／ ３，
２

５ ／ ３，
２

５ ／ ３{ } ＝ ６
５

∴ ｘ５为换出变量．

Ｂ２ ＝（Ｐ１，Ｐ２，Ｐ６）＝
３ １ ０
４ ３ ０
１ ２ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，ＸＢ２

＝（ｘ１，ｘ２，ｘ６）
Ｔ，　 ＣＢ２

＝（２，１，０），

Ｎ２ ＝（Ｐ４，Ｐ５，Ｐ３）＝
１ ０ ０
０ １ －１
０ ０ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，ＸＮ２

＝（ｘ４，ｘ５，ｘ３）
Ｔ，　 ＣＮ２

＝（Ｍ，Ｍ，０），

Ｂ－１
２ ＝

３
５

－ １
５ ０

－ ４
５

３
５ ０

１ －１ １

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，ｂ２
＝Ｂ－１

２ ｂ０
＝

３
５

－ １
５ ０

－ ４
３

３
５ ０

１ －１ １

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

３
６
３

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

３
５
６
５
０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

，
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非基变量的检验数

σＮ２
＝ＣＮ２

－ＣＢ２
Ｂ－１

２ Ｎ２

＝（Ｍ，Ｍ，０）－（２，１，０）

３
５

－ １
５ ０

－ ４
５

３
５ ０

１ －１ １

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

１ ０ ０
０ １ －１
０ ０ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

＝（Ｍ，Ｍ，０）－ ２
５ ，

１
５ ，０( )

１ ０ ０
０ １ －１
０ ０ ０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

＝（Ｍ，Ｍ，０）－ ２
５ ，

１
５ ，－

１
５( )

＝ Ｍ－ ２
５ ，Ｍ－ １

５ ，
１
５( )

∵ 非基变量的检验数均为正．
∴ 原问题已达到最优解．
最优解为

Ｘ∗ ＝（ｘ１ 　 ｘ２ 　 ｘ３）
Ｔ ＝Ｂ－１

２ ｂ０
＝ ３

５ 　
６
５ 　 ０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍｉｎ ｚ＝ ２ｘ１
＋ｘ２

＝ ２× ３
５

＋ ６
５

＝ １２
５

３􀆰 ２　 已知某线性规划问题，用单纯形法计算时得到的中间某两步的计算表见表 ３ １，试将表中空
白处数字填上．

表 ３ １
ｃ ｊ ３ ５ ４ ０ ０ ０

ＣＢ ｘＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

ｘ２
８
３

２
３

１ ０ １
３

０ ０

ｘ５
１４
３

－ ４
３ ０ ５ － ２

３ １ ０

ｘ６
２０
３

５
３

０ ４ － ２
３

０ １

ｃ ｊ－ｚ ｊ － １
３ ０ ４ － ５

３ ０ ０

︙

ｘ２ －１５
４１

８
４１

－１０
４１

ｘ３ － ６
４１

５
４１

４
４１

ｘ１ － ２
４１

－１２
４１

１５
４１

ｃ ｊ－ｚ ｊ

　 　 【解】 　 令 ｂ１
＝ ８

３ ，
１４
３ ，

２０
３( )

Ｔ

，　 ｂ０
＝（ｂ０１，ｂ０２，ｂ０３）

Ｔ

则
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ｂ１
＝Ｂ－１

１ ｂ０
＝

１
３ ０ ０

－ ２
３ １ ０

－ ２
３ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ｂ０１

ｂ０２

ｂ０３

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
＝

８
３
１４
３
２０
３

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

∴

１
３ ｂ０１

＝ ８
３

－ ２
３ ｂ０１

＋ｂ０２
＝ １４

３

－ ２
３ ｂ０１

＋ｂ０３
＝ ２０

３

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解得　 ｂ０１
＝ ８，　 ｂ０２

＝ １０，　 ｂ０３
＝ １２

∴ ｂ０
＝（８　 １０　 １２） Ｔ

∴ ｂ２
＝Ｂ－１

２ ｂ０
＝

１５
４１

８
４１

－１０
４１

－ ６
４１

５
４１

４
４１

－２
４１

－１２
４１

１５
４１

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

８
１０
１２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

８０
４１
５０
４１
４４
４１

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

∴ 表 ３ ２中的数字填写如下：
表 ３ ２

ｃ ｊ ３ ５ ４ ０ ０ ０

ＣＢ ｘＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

５ ｘ２
８
３

２
３

１ ０ １
３

０ ０

０ ｘ５
１４
３

－ ４
３ ０ ５ － ２

３ １ ０

０ ｘ６
２０
３

５
３

０ ４ － ２
３

０ １

ｃ ｊ－ｚ ｊ － １
３ ０ ４ － ５

３ ０ ０

︙

５ ｘ２
８０
４１

０ １ ０ １５
４１

８
４１

－１０
４１

４ ｘ３
５０
４１ ０ ０ １ － ６

４１
５
４１

４
４１

３ ｘ１
４４
４１

１ ０ ０ － ２
４１

－１２
４１

１５
４１

ｃ ｊ－ｚ ｊ ０ ０ ０ －４５
４１

－２４
４１

－１１
４１

　 　 ３􀆰 ３　 写出下列线性规划问题的对偶问题．
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（１） ｍｉｎ ｚ＝ ２ｘ１
＋２ｘ２

＋４ｘ３

２ｘ１
＋３ｘ２

＋５ｘ３≥２

３ｘ１
＋ｘ２

＋７ｘ３≤３

ｘ１
＋４ｘ２

＋６ｘ３≤５

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２） ｍａｘ ｚ＝ ｘ１
＋２ｘ２

＋３ｘ３
＋４ｘ４

－ｘ１
＋ｘ２

－ｘ３
－３ｘ４

＝ ５

６ｘ１
＋７ｘ２

＋３ｘ３
－５ｘ４≥８

１２ｘ１
－９ｘ２

－９ｘ３
＋９ｘ４≤２０

ｘ１，ｘ２≥０，ｘ３≤０，ｘ４无约束

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３） ｍｉｎ ｚ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊｘｉｊ

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｘｉｊ ＝ ａｉ 　 （ ｉ ＝ １，…，ｍ）

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉｊ ＝ ｂ ｊ （ ｊ ＝ １，…，ｎ）

ｘｉｊ ≥ ０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４） ｍａｘ ｚ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃ ｊｘ ｊ

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ≤ ｂｉ 　 ｉ ＝ １，…，ｍ１ ≤ ｍ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ＝ ｂｉ 　 ｉ ＝ ｍ１

＋ １，ｍ１
＋ ２，…，ｍ

ｘ ｊ ≥ ０，当 ｊ ＝ １，…，ｎ１ ≤ ｎ

ｘ ｊ 无约束，当 ｊ ＝ ｎ１
＋ １，…，ｎ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï
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　 　 【解】 　 （１） 将原问题化为
ｍａｘ（－ｚ）＝ －２ｘ１

－２ｘ２
－４ｘ３

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－２ｘ１
－３ｘ２

－５ｘ３≤－２

３ｘ１
＋ｘ２

＋７ｘ３≤３

ｘ１
＋４ｘ２

＋６ｘ３≤５

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

①
②
③

设 ｙ１，ｙ２，ｙ３分别为与约束条件①②③对应的对偶变量
此问题的对偶问题为

ｍｉｎ（－ｗ）＝ －２ｙ１
＋３ｙ２

＋５ｙ３

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－２ｙ１
＋３ｙ２

＋ｙ３≥－２

－３ｙ１
＋ｙ２

＋４ｙ３≥－２

－５ｙ１
＋７ｙ２

＋６ｙ３≥－４

ｙ１，ｙ２，ｙ３≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

进行整理得到原问题的对偶问题为

ｍａｘ ｗ＝ ２ｙ１
－３ｙ２

－５ｙ３

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｙ１
－３ｙ２

－ｙ３≤２

３ｙ１
－ｙ２

－４ｙ３≤２

５ｙ１
－７ｙ２

－６ｙ３≤４

ｙ１，ｙ２，ｙ３≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２） 令 ｘ５
＝ －ｘ３，ｘ４

＝ ｘ６
－ｘ７，其中 ｘ６，ｘ７≥０

将上述问题转化为如下形式

ｍａｘ ｚ＝ ｘ１
＋２ｘ２

－３ｘ５
＋４ｘ６

－４ｘ７

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ５
－３ｘ６

＋３ｘ７≤５

ｘ１
－ｘ２

－ｘ５
＋３ｘ６

－３ｘ７≤－５

－６ｘ１
－７ｘ２

＋３ｘ５
＋５ｘ６

－５ｘ７≤－８

１２ｘ１
－９ｘ２

＋９ｘ５
＋９ｘ６

－９ｘ７≤２０

ｘ１，ｘ２，ｘ５，ｘ６，ｘ７≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

①
②
③
④

设 ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４分别为与约束条件①②③④相对应的对偶变量．
此问题的对偶问题为

ｍｉｎ ｗ＝ ５ｙ１
－５ｙ２

－８ｙ３
＋２０ｙ４

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－ｙ１
＋ｙ２

－６ｙ３
＋１２ｙ４≥１

ｙ１
－ｙ２

－７ｙ３
－９ｙ４≥２

ｙ１
－ｙ２

＋３ｙ３
＋９ｙ４≥－３

－３ｙ１
＋３ｙ２

＋５ｙ３
＋９ｙ４≥４

３ｙ１
－３ｙ２

－５ｙ３
－９ｙ４≥－４

ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

令 ｙ′１ ＝ ｙ１
－ｙ２，ｙ′３ ＝ －ｙ３，进行整理得到原问题的对偶问题为

ｍｉｎ ｗ＝ ５ｙ′１＋８ｙ′３＋２０ｙ４
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ｓ􀆰 ｔ􀆰

－ｙ′１＋６ｙ′３＋１２ｙ４≥１

ｙ′１＋７ｙ′３－９ｙ４≥２

－ｙ′１＋３ｙ′３－９ｙ４≤３

－３ｙ′１－５ｙ′３＋９ｙ４
＝ ４

ｙ′１ 无约束，ｙ′３≤０，ｙ４≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３） 将上述问题化为如下形式

ｍａｘ（ － ｚ） ＝ － ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｃｉｊｘｉｊ

ｓ􀆰 ｔ􀆰

∑
ｎ

ｊ＝ １
ｘｉｊ≤ａｉ 　 　 　 　 （ ｉ＝ １，２，…，ｍ）

－∑
ｎ

ｊ＝ １
ｘｉｊ≤－ａｉ （ ｉ＝ １，２，…，ｍ）

∑
ｍ

ｉ＝ １
ｘｉｊ≤ｂ ｊ （ ｊ＝ １，２，…，ｎ）

－∑
ｍ

ｉ＝ １
ｘｉｊ≤－ｂ ｊ （ ｊ＝ １，２，…，ｎ）

ｘｉｊ≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

①

②

③

④

设 ｙｉ，ｙ′ｉ ，ｙｍ＋ｊ，ｙ′ｍ＋ｊ分别为与约束条件①②③④相对应的对偶变量．
此问题的对偶问题为

ｍｉｎ（ － ｗ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｙｉ － ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｙ′ｉ ＝ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂ ｊｙｍ＋ｊ

－ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂ ｊｙ′ｍ＋ｊ

ｓ􀆰 ｔ􀆰
ｙｉ＋ｙｍ＋ｊ

－ｙ′ｉ －ｙ′ｍ＋ｊ≥－Ｃｉｊ

ｙｉ，ｙｍ＋ｊ，ｙ′ｉ ，ｙ′ｍ＋ｊ≥０{ 　
ｉ＝ １，２，…，ｍ
ｊ＝ １，２，…，ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

令 ｙ″ｉ ＝ ｙ′ｉ －ｙｉ，ｙ″ｍ＋ｊ ＝ ｙ′ｍ＋ｊｙｍ＋ｊ进行整理，得到原问题的对偶问题为

ｍａｘ ｗ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｙ″ｉ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｙ″ｍ＋ｊ

ｓ􀆰 ｔ􀆰
ｙ″ｉ ＋ｙ″ｍ＋ｊ≤ｃｉｊ
ｙ″ｉ ，ｙ″ｍ＋ｊ无约束

{ 　
ｉ＝ １，２，…，ｍ
ｊ＝ １，２，…，ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（４） 将上述问题化为如下形式

ｍａｘ ｚ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃ ｊｘ ｊ

ｓ􀆰 ｔ􀆰

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ≤ ｂｉ 　 　 　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ１，ｍ１ ≤ ｍ）

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ≤ ｂｉ （ ｉ ＝ ｍ１

＋ １，ｍ１
＋ ２，…，ｍ）

－ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ≤－ ｂｉ （ ｉ ＝ ｍ１

＋ １，ｍ１
＋ ２，…，ｍ）

ｘ ｊ ≥ ０ （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ１，ｎ１ ≤ ｎ）

ｘ ｊ 无约束 （ ｊ ＝ ｎ１
＋ １，ｎ１

＋ ２，…，ｎ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

令 ｘ ｊ ＝ ｘ′ｊ －ｘ″ｊ ，且 ｘ′ｊ ，ｘ″ｊ ≥０　 （ ｊ＝ｎ１
＋１，ｎ１

＋２，…，ｎ）
则得到

ｍａｘ ｚ ＝ ∑
ｎ
１

ｊ ＝ １
ｃ ｊｘ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ ｎ
１
＋１
ｃ ｊ（ｘ′ｊ － ｘ″ｊ ）
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ｓ􀆰 ｔ􀆰

∑
ｎ
１

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ ｎ
１
＋１
ａｉｊ（ｘ′ｊ － ｘ″ｊ ） ≤ ｂｉ 　 　 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ１，ｍ１ ≤ ｍ） ①

∑
ｎ
１

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ ｎ
１
＋１
ａｉｊ（ｘ′ｊ － ｘ″ｊ ） ≤ ｂｉ （ ｉ ＝ ｍ１

＋ １，ｍ１
＋ ２，…，ｍ） ②

－ ∑
ｎ
１

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ － ∑

ｎ

ｊ ＝ ｎ
１
＋１
ａｉｊ（ｘ′ｊ － ｘ″ｊ ） ≤－ ｂｉ （ ｉ ＝ ｍ１

＋ １，ｍ１
＋ ２，…，ｍ） ③

ｘ ｊ ≥ ０ （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ１，ｎ１ ≤ ｎ）

ｘ′ｊ ，ｘ″ｊ ≥ ０ （ ｊ ＝ ｎ１ ＋ １，ｎ１ ＋ ２，…，ｎ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

设

ｙｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｍ１），　 ｙｉ（ ｉ＝ｍ１
＋１，ｍ１

＋２，…，ｍ）
ｙ′ｉ（ ｉ＝ｍ１

＋１，ｍ１
＋２，…，ｍ）

分别为与约束条件①②③相对应的对偶变量．
此问题的对偶问题为

ｍｉｎ ｗ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉｂｉ － ∑

ｍ

ｉ ＝ ｍ
１
＋１
ｙ′ｉ ｂｉ

ｓ􀆰 ｔ􀆰

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉａｉｊ

－ ∑
ｍ

ｉ ＝ ｍ
１
＋１
ｙ′ｉ ａｉｊ ≥ ｃ ｊ 　 　 　 　 　 （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ）

－ ∑
ｍ

ｉ ＝ ｍ
１
＋１
ｙｉａｉｊ

＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ ｍ
１
＋１
ｙ′ｉ ａｉｊ ≥－ ｃ ｊ （ ｊ ＝ ｎ１

＋ １，ｎ２
＋ ２，…ｎ）

ｙｉ ≥ ０ （ ｉ ＝ １，２，…ｍ）

ｙ′ｉ ≥ ０ （ ｉ ＝ ｍ１
＋ １，ｍ１

＋ ２，…ｎ）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

令

ｙ″ｉ ＝
ｙｉ 　 　 　 　 　 　 （ ｉ＝ １，２，…，ｍ１）

ｙｉ－ｙ′ｉ （ ｉ＝ｍ１
＋１，ｍ１

＋２，…ｍ）{
对上式进行整理得到原问题的对偶问题为

ｍｉｎ ｗ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉｙ″ｉ

ｓ􀆰 ｔ􀆰

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｊｙ″ｉ ≥ ｃ ｊ 　 （ ｉ ＝ １，２，…ｎ１）

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｊｙ″ｉ ＝ ｃ ｊ （ ｊ ＝ ｎ１

＋ １，ｎ１
＋ ２，…ｎ）

ｙ″ｉ ≥ ０ （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ１）

ｙ″ｉ 无约束 （ ｉ ＝ ｍ１
＋ １，ｍ１

＋ ２，…ｍ）

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

３􀆰 ４　 判断下列说法是否正确，为什么？
（１） 如线性规划的原问题存在可行解，则其对偶问题也一定存在可行解；
（２） 如线性规划的对偶问题无可行解，则原问题也一定无可行解；
（３） 如果线性规划的原问题和对偶问题都具有可行解，则该线性规划问题一定具有有限最优解．
【解】 　 （１） 错误．原问题存在可行解，对偶问题可能存在可行解也可能无可行解．
（２） 错误．线性规划的对偶问题无可行解，则原问题可能无可行解也可能为无界解．
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（３） 错误．线性规划问题的原问题和对偶问题都具有可行解，则该线性规划问题可能有有限最优解
也可能为无界线．

３􀆰 ５　 设线性规划问题 １是

ｍａｘ ｚ１ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃ ｊｘ ｊ

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ≤ ｂｉ 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ）

ｘ ｊ ≥ ０ （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ）
{

（ｙ∗
１ ，…，ｙ∗

ｍ ）是其对偶问题的最优解．
又设线性规划问题 ２是

ｍａｘ ｚ２ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｃ ｊｘ ｊ

∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘ ｊ ≤ ｂｉ ＋ ｋｉ 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｍ）

ｘ ｊ ≥ ０ （ ｊ ＝ １，２，…ｎ）
{

其中 ｋｉ 是给定的常数，求证

ｍａｘ ｚ２ ≤ ｍａｘ ｚ１ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉｙ

∗
ｉ

【证明】 　 将原问题用矩阵形式描述如下：
① ｍａｘ ｚ１ ＝ＣＸ

ｓ􀆰 ｔ􀆰
ＡＸ≤ｂ
Ｘ≥０{ 其中 ｂ＝（ｂ１，ｂ２，…ｂｍ）

Ｔ

设其可行解为 Ｘ１，其对偶问题的最优解 Ｙ１ ＝（ｙ∗
１ ，ｙ∗

２ ，…，ｙ∗
ｍ ）为已知．

② ｍａｘ ｚ２ ＝ＣＸ

ｓ􀆰 ｔ􀆰
ＡＸ≤ｂ＋ｋ
Ｘ≥０{ 其中 ｋ＝（ｋ１，ｋ２，…ｋｍ）

Ｔ

设其可行解为 Ｘ２，其对偶问题的最优解为 Ｙ２，②的对偶问题为
ｍｉｎ ｗ＝Ｙ（ｂ＋ｋ）

ｓ􀆰 ｔ􀆰
ＹＡ≥Ｃ
Ｙ≥０{

∵ Ｙ２为最优解，∴ Ｙ２（ｂ＋ｋ）≤Ｙ１（ｂ＋ｋ）
∵ Ｘ２为②的可行解，∴ ＡＸ２≤ｂ＋ｋ
∴ Ｙ２ＡＸ２≤Ｙ２（ｂ＋ｋ）≤Ｙ１ｂ＋Ｙｋ
∵ 原问题与对偶问题的最优函数值相等．

∴ ｍａｘ ｚ２ ≤ ｍｘ ｚ１ ＋ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｋｉｙ

∗
ｉ

３􀆰 ６　 已知线性规划问题 ｍａｘ ｚ＝ＣＸ，ＡＸ＝ｂ，Ｘ≥０，分别说明发生下列情况时，其对偶问题的解的变
化：

（ａ） 问题的第 ｋ个约束条件乘上常数 λ（λ≠０）；
（ｂ） 将第 ｋ个约束条件乘上常数 λ（λ≠０）后加到第 ｒ个约束条件上；
（ｃ） 目标函数 ｍａｘ ｚ＝λＣＸ（λ≠０）；
（ｄ） 模型中 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）

Ｔ 用 Ｘ′＝（３ｘ′１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ 代换．
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【解】 　 （ａ） 因为对偶变量 Ｙ ＝ＣＢＢ
－１，第 ｋ 个约束条件乘上 λ（λ≠０），即 Ｂ－１的 ｋ 列将为变化前的

１
λ

，由此，对偶问题变化后的解为

（ｙ′１，ｙ′２，…，ｙ′ｋ，…，ｙ′ｍ）＝ （ｙ１，ｙ２，…， １
λ
ｙｋ，…，ｙｍ）

（ｂ） 与前类似，对偶问题变化后的解为

ｙ′ｒ ＝
ｂｒ

ｂｒ＋λｂｒ
ｙｒ，ｙ′ｉ ＝ ｙｉ 　 （ ｉ≠ｒ）

（ｃ） 对偶问题变化后的解为
ｙ′ｉ ＝λｙｉ 　 （ ｉ＝ １，２，…，ｍ）

（ｄ） 此时对偶问题的解与原来是一样的．
３􀆰 ７　 已知线性规划问题
ｍａｘ ｚ＝ ｃ１ｘ１

＋ｃ２ｘ２
＋ｃ３ｘ３

α１１

α２１

é

ë
êê

ù

û
úú ｘ１

＋
α１２

α２２

é

ë
êê

ù

û
úú ｘ２

＋
α１３

α２３

é

ë
êê

ù

û
úú ｘ３

＋
１
０

é

ë
êê

ù

û
úú ｘ４

＋
０
１

é

ë
êê

ù

û
úú ｘ５

＝
ｂ１

ｂ２

é

ë
êê

ù

û
úú

ｘ ｊ≥０，ｊ＝ １，…，５
用单纯形法求解，得到最终单纯形表如表 ３ ３所示，要求：
（１） 求 α１１，α１２，α１３，α２１，α２２，α３３，ｂ１，ｂ２的值；
（２） 求 ｃ１，ｃ２，ｃ３的值．

表 ３ ３

ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

ｘ３ ３ ／ ２ １ ０ １ １ ／ ２ －１ ／ ２

ｘ２ ２ １ ／ ２ １ ０ －１ ２

ｃ ｊ－ｚ ｊ －３ ０ ０ ０ －４

【解】 　 （１） 令初始单纯形表的增广矩阵为

（Ａ１

􀪋

Ｂ１）＝
ａ１１

ａ２１

é

ë
êê 　

ａ１２

ａ２２

　
ａ１３

ａ２３

　
１
０
　

０
１

􀪋
􀪋 ｂ１

ｂ２

ù

û
úú

则最终单纯形表 ２ ４的增广矩阵为

（Ａ１

􀪋

Ｂ１）＝
１

１ ／ ２
é

ë
êê 　

０
１
　

１
０
　

１ ／ ２
－１

　
－１ ／ ２
２

􀪋
􀪋 ３ ／ ２

２
ù

û
úú

对（Ａ１

􀪋

Ｂ１）作初等行变换，使其第 ４，５列形成的矩阵为单位矩阵
１ ０
０ １

é

ë
êê

ù

û
úú ，

１
１ ／ ２

é

ë
êê 　

０
１
　

１
０
　

１ ／ ２
－１

　
－１ ／ ２
２

􀪋
􀪋 ３ ／ ２

２
ù

û
úú →

２
５ ／ ２

é

ë
êê 　

０
１
　

２
２
　

１
０
　

－１
１

􀪋
􀪋 ３

５
ù

û
úú →

９ ／ ２
５ ／ ２

é

ë
êê 　

１
１
　

４
２
　

１
０
　

０
１

􀪋
􀪋 ８

５
ù

û
úú ＝（Ａ１

􀪋

Ｂ１）

由单纯形运算法则可知，（Ａ１

􀪋

Ｂ１）与（Ａ２

􀪋

Ｂ２）可以经过初等行变换互相转化，故
（Ａ１

􀪋

Ｂ１）＝ （Ａ３

􀪋

Ｂ３）
因此 ａ１１ ＝ ９ ／ ２，ａ１２ ＝ １，ａ１３ ＝ ４；ａ２１ ＝ ５ ／ ２，ａ２２ ＝ １，ａ２３ ＝ ２；ｂ１ ＝ ８，ｂ２ ＝ ５．
（２） 由检验数 σｊ ＝ ｃ ｊ－ｚ ｊ 的计算可得
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ｃ１－ ｃ３＋
１
２ ｃ２( ) ＝ －３

０－
１
２ ｃ３－ｃ２( ) ＝ ０

０－ － １
２ ｃ３＋２ｃ２( ) ＝ －４

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解之得 ｃ１ ＝ ７，ｃ２ ＝ ４，ｃ３ ＝ ８
３􀆰 ８　 已知线性规划问题
ｍａｘ ｚ＝ ２ｘ１

＋ｘ２
＋５ｘ３

＋６ｘ４ 　 　 　 对偶变量
２ｘ１

＋ｘ３
＋ｘ４≤８　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙ１

２ｘ１
＋２ｘ２

＋ｘ３
＋２ｘ４≤１２ ｙ２

ｘ ｊ≥０　 ｊ＝ １，…，４

ì

î

í

ïï

ïï

其对偶问题的最优解为 ｙ∗
１
＝ ４，ｙ∗

２
＝ １，试应用对偶问题的性质，求原问题的最优解．

【解】 　 该问题的对偶问题为
ｍｉｎ ｗ＝ ８ｙ１

＋１２ｙ２

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｙ１
＋２ｙ２≥２

２ｙ２≥１

ｙ１
＋ｙ２≥５

ｙ１
＋２ｙ２≥６

ｙ１，ｙ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

①
②
③
④

由互补松弛性：若Ｘ^、Ｙ^分别是原问题和对偶问题的可行解，那么Ｙ^Ｘｓ ＝ ０ 和 Ｙｓ Ｘ^ ＝ ０，当且仅当Ｘ^与Ｙ^为最
优解．
设 Ｘ∗ ＝（ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，ｘ∗

３ ，ｘ∗
４ ） Ｔ 为原问题的最优解．

Ｘｓ ＝（ｘ５，ｘ６）
Ｔ，其中 ｘ５，ｘ６为原问题约束条件的松弛变量．而

Ｙ∗ ＝（ｙ∗
１ ，ｙ∗

２ ）＝ （４，１）为对偶问题的最优解．
Ｙｓ ＝（ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６），其中 ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６为与①②③④相对应的松弛变量．
∴ Ｙ∗Ｘｓ ＝ ０　 且　 ＹｓＸ∗ ＝ ０

∵ ｙ∗
１
＝ ４，　 ｙ∗

２
＝ １

∴ ③④为等式，故 ｙ５
＝ ｙ６

＝ ０
①②为不等式，故 ｙ３≠０，ｙ４≠０

由 ＹｓＸ∗ ＝ ０即 ｙ３ｘ
∗
１
＋ｙ４ｘ

∗
２
＋ｙ５ｘ

∗
３
＋ｙ６ｘ

∗
４
＝ ０

得 ｘ∗
１
＝ ｘ∗

２
＝ ０

∵ ｙ１，ｙ２＞０

由 Ｙ∗Ｘｓ ＝ ０即 ｙ∗
１ ｘ５

＋ｙ∗
２ ｘ６

＝ ０
得 ｘ５

＝ ｘ６
＝ ０

即原问题的约束条件应取等号．

∴
ｘ３

＋ｘ４
＝ ８

ｘ３
＋２ｘ４

＝ １２{ 　 解得
ｘ３

＝ ４

ｘ４
＝ ４{

∴ 原问题的最优解为 Ｘ∗ ＝（０，０，４，４） Ｔ

目标函数最优值 ｍａｘ ｚ＝ ２×０＋１×０＋５×４＋６×４＝ ４４
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３􀆰 ９　 试用对偶单纯形法求解下列线性规划问题．
（１） ｍｉｎ ｚ＝ ｘ１

＋ｘ２ 　 　 　 　 　 　 　 　 （２） ｍｉｎ ｚ＝ ３ｘ１
＋２ｘ２

＋ｘ３
＋４ｘ４

２ｘ１
＋ｘ２≥４

ｘ１
＋７ｘ２≥７

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

２ｘ１
＋４ｘ２

＋５ｘ３
＋ｘ４≥０

３ｘ１
－ｘ２

＋７ｘ３
－２ｘ４≥２

５ｘ１
＋２ｘ２

＋ｘ３
＋６ｘ４≥１５

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

【解】 　 （１） 令 ｚ′＝ －ｚ，将上述问题转化为如下形式
ｍａｘ ｚ′＝ －ｘ１

－ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－２ｘ１
－ｘ２

＋ｘ３
＝ －４

－ｘ１
－７ｘ２

＋ｘ４
＝ －７

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

ì

î

í

ïï

ïï

对于此线性规划问题，列出初始单纯形表，利用对偶单纯形法求解．见表 ３ ４．
表 ３ ４

ｃ ｊ －１ －１ ０ ０
ｃＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

０ ｘ３ －４ －２ －１ １ ０
０ ｘ４ －７ －１ ［－７］ ０ １

－ｚ′ ０ －１ －１ ０ ０

０ ｘ３ －３ －１３
７[ ] ０ １ － １

７

－１ ｘ２ １ １
７

１ ０ － １
７

－ｚ′ １ － ６
７ ０ ０ － １

７

－１ ｘ１
２１
１３

１ ０ － ７
１３

１
１３

－１ ｘ２
１０
１３ ０ １

１
１３

－ ２
１３

－ｚ′ ３１
１３

０ ０ － ６
１３

－ １
１３

由表 ３ ４可得原线性规划问题的最优解

Ｘ∗ ＝ ２１
１３，

１０
１３，０，０( )

Ｔ

目标函数最优值 ｍｉｎ ｚ＝ －ｍａｘ ｚ′＝ ３１
１３

（２） 令 ｚ′＝ －ｚ，将上述问题转化为如下形式：
ｍａｘ ｚ′＝ －３ｘ１

－２ｘ２
－ｘ３

－４ｘ４
＋０·ｘ５

＋０·ｘ６
＋０·ｘ７

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－２ｘ１
－４ｘ２

－５ｘ３
－ｘ４

＋ｘ５
＝ ０

－３ｘ１
＋ｘ２

－７ｘ３
＋２ｘ４

＋ｘ６
＝ －２

－５ｘ１
－２ｘ２

－ｘ３
－６ｘ４

＋ｘ７
＝ －１５

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ５，ｘ６，ｘ７≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

对于此线性规划问题，列出初始单纯形表，利用对偶单纯形法进行求解，见表 ３ ５．
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表 ３ ５
ｃ ｊ －３ －２ －１ －４ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

０ ｘ５ ０ －２ －４ －５ －１ １ ０ ０
０ ｘ６ －２ －３ １ －７ ２ ０ １ ０
０ ｘ７ －１５ ［－５］ －２ －１ －６ ０ ０ １

－ｚ′ ０ －３ －２ －１ －４ ０ ０ ０

０ ｘ５ ６ ０ －１６
５

－２３
５

７
５

１ ０ － ２
５

０ ｘ６ ７ ０
１１
５

－３２
５

２８
５ ０ １ － ３

５
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续表 ３ ５

－３ ｘ１ ３ １ ２
５

１
５

６
５

０ ０ － １
５

－ｚ′ ９ ０ － ４
５

－ ２
５

－２
５

０ ０ － ３
５

由表 ３ ５可得原线性规划问题的最优解 Ｘ∗ ＝（３，０，０，０，６，７，０）
目标函数最优值 ｍｉｎ ｚ＝ －ｍａｘ ｚ′＝ ９

３􀆰 １０　 现有线性规划问题
ｍａｘ ｚ＝ －５ｘ１

＋５ｘ２
＋１３ｘ３

－ｘ１
＋ｘ２

＋３ｘ３≤２０

１２ｘ１
＋４ｘ２

＋１０ｘ３≤９０

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ïï

ïï

①
②

先用单纯形法求出最优解，然后分析在下列各种条件下，最优解分别有什么变化？
（１） 约束条件①的右端常数由 ２０变为 ３０；
（２） 约束条件②的右端常数由 ９０变为 ７０；
（３） 目标函数中 ｘ３的系数由 １３变为 ８；

（４） 约束中 ｘ１的系数列向量由
－１
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷变为

０
５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

（５） 增加一个约束条件③　 ２ｘ１
＋３ｘ２

＋５ｘ３≤５０；
（６） 将原约束条件②改变为 １０ｘ１

＋５ｘ２
＋１０ｘ３≤１００．

【解】 　 将原问题划为标准型式得
ｍａｘ ｚ＝ －５ｘ１

＋５ｘ２
＋１３ｘ３

＋０·ｘ４
＋０·ｘ５

ｓ􀆰 ｔ􀆰

－ｘ１
＋ｘ２

＋３ｘ３
＋ｘ４

＝ ２０

１２ｘ１
＋４ｘ２

＋１０ｘ３
＋ｘ５

＝ ９０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５≥０

ì

î

í

ïï

ïï

对于此线性规划问题，用单纯形法进行求解，见表 ３ ６．
表 ３ ６

ｃ ｊ －５ ５ １３ ０ ０
ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

０ ｘ４ ２０ －１ １ ［３］ １ ０ ２０
３

０ ｘ５ ９０ １２ ４ １０ ０ １ ９
－ｚ ０ －５ ５ １３ ０ ０

１３ ｘ３
２０
３

－ １
３

１
３[ ] １

１
３ ０ ２０

０ ｘ５
７０
３

４６
３

２
３

０ －１０
３

１ ３５

－ｚ －２６０
３

－ ２
３

２
３ ０ －１３

３ ０

５ ｘ２ ２０ －１ １ ３ １ ０
０ ｘ５ １０ １６ ０ －２ －４ １

－ｚ －１００ ０ ０ －２ －５ ０

由表 ３ ６可得原线性规划问题的最优解为 Ｘ∗ ＝（０，２０，０，０，１０） Ｔ
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目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ＝ １００
∵ 非基变量 ｘ１的检验数 σ１ ＝ ０，∴ 原线性规划问题有无穷多最优解．
（１） 约束条件 θ的右端常数由 ２０变为 ３０，则

Δｂ′＝Ｂ－１Δｂ＝
１ ０
－４ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

１０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１０
－４０

æ

è
ç

ö

ø
÷

∴ ｂ′＝ｂ＋Δｂ′＝
２０
１０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

１０
－４０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

３０
－３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

在表 ３ ６的基础上，列出单纯形表，对于此问题，由于检验数均为非正，而初始解为非可行解，所以用对
偶单纯形法进行求解．见表 ３ ７．

表 ３ ７
ｃ ｊ －５ ５ １３ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

５ ｘ２ ３０ －１ １ ３ １ ０
０ ｘ５ －３０ １６ ０ ［－２］ －４ １

－ｚ －１５０ ０ ０ －２ －５ ０

５ ｘ２ －１５ ２３ １ ０ ［－５］ ３
２

１３ ｘ３ １５ －８ ０ １ ２ － １
２

－ｚ －１２０ －１６ ０ ０ －１ －１

０ ｘ４ ３ －２３
５

－ １
５

０ １ － ３
１０

１３ ｘ３ ９
６
５

２
５ １ ０

１
１０

－ｚ －１１７ －１０３
５

－ １
５

０ ０ －１３
１０

由表 ３ ７可得线性规划问题的最优解发生了变化，其最优解为 Ｘ∗ ＝（０，０，９，３，０） Ｔ

目标函数的最优值为 ｍａｘ ｚ＝ １１７
（２） 约束条件②的右端常数由 ９０变为 ７０

Δｂ′＝Ｂ－１Δｂ＝
１ ０
－４ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

０
－２０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０
－２０

æ

è
ç

ö

ø
÷

∴ ｂ′＝ｂ＋Δｂ′＝
２０
１０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

０
－２０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

２０
－１０

æ

è
ç

ö

ø
÷

在表 ３ ６的基础上列出单纯形表，对于此问题，由于检验数均为非正，而初始解为非可行解，所以用对
偶单纯形法进行求解，见表 ３ ８．

表 ３ ８

ｃ ｊ －５ ５ １３ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

５ ｘ２ ２０ －１ １ ３ １ ０

０ ｘ５ －１０ １６ ０ ［－２］ －４ １

－ｚ －１００ ０ ０ －２ －５ ０
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续表 ３ ８

５ ｘ２ ５ ２３ １ ０ －５ ３
２

１３ ｘ３ ５ －８ ０ １ ２ － １
２

－ｚ －９０ －１６ ０ ０ －１ －１

由表 ３ ８可得线性规划问题的最优解发生了变化，其最优解为 Ｘ∗ ＝（０，５，５，０，０） Ｔ

目标函数的最优值为 ｍａｘ ｚ＝ ９０
（３） 目标函数中 ｘ３的系数由 １３变为 ８
由表 ３ ６可知：ｘ３为非基变量，此时其检验数
σ′３ ＝ ８－［５×３＋０×（－２）］ ＝ －７＜０

所以线性规划问题的最优解不变．

（４） ｘ１的系数列向量由
－１
１２

æ

è
ç

ö

ø
÷变为

０
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

由表 ３ ６知：ｘ１为非基变量，此时其检验数

∴ σ′１ ＝Ｃ１－ＣＢＢ
－１Ｐ１ ＝ －５－（５，０）

１ ０
－４ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

０
５

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ －５－（５，０）
０
５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －５＜０

所以线性规划问题的最优解不变．
（５） 增加一个约束条件③２ｘ１

＋３ｘ２
＋５ｘ３≤５０

在③式加入松弛变量 ｘ６得 ２ｘ１
＋３ｘ２

＋５ｘ３
＋ｘ６

＝ ５０
在表 ３ ６的基础上加入上述约束条件后用对偶单纯形表进行求解，见表 ３ ９．

表 ３ ９

ｃ ｊ －５ ５ １３ ０ ０ ０
ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

５ ｘ２ ２０ －１ １ ３ １ ０ ０
０ ｘ５ １０ １６ ０ －２ －４ １ ０
０ ｘ６ ５０ ２ ３ ５ ０ ０ １
５ ｘ２ ２０ －１ １ ３ １ ０ ０
０ ｘ５ １０ １６ ０ －２ －４ １ ０
０ ｘ６ －１０ ５ ０ ［－４］ －３ ０ １

－ｚ －１００ ０ ０ －２ －５ ０ ０

５ ｘ２
２５
２

１１
４

１ ０ － ５
４

０ ３
４

０ ｘ５ １５
２７
２ ０ ０ － ５

２ １ － １
２

１３ ｘ３
５
２

－ ５
４

０ １ ３
４

０ － １
４

－ｚ －９５ － ５
２ ０ ０ － ７

２ ０ － １
２

由表 ３ ９可得线性规划问题的最优解发生了变化，其最优解
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Ｘ∗ ＝ ０，
２５
２ ，

５
２ ，０１５，０( )

Ｔ

目标函数的最优值为 ｍａｘ ｚ＝ ９５
（６） 将原约束条件②改为 １０ｘ１

＋５ｘ２
＋１０ｘ３≤１００

Ｐ″１ ＝Ｂ
－１Ｐ′１ ＝

１ ０
－４ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１
１０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－１
１４

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ″２ ＝Ｂ
－１Ｐ′２ ＝

１ ０
－４ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ３，Ｐ４，Ｐ５并未发生变化

ｂ″＝Ｂ－１ｂ′＝
１ ０
－４ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２０
１００

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

２０
２０

æ

è
ç

ö

ø
÷

∴ σ′１ ＝ －５－［５×（－１）＋０×１４］ ＝ ０
σ′２ ＝ ５－［５×１＋０×１］ ＝ ０

σ３，σ４，σ５并未发生变化，故线性规划问题的最优解不发生变化．
３􀆰 １１　 已知某工厂计划生产Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ三种产品，各产品需要在 Ａ，Ｂ，Ｃ设备上加工，有关数据见表 ３

１０．
表 ３ １０

Ⅰ Ⅱ Ⅲ 设备有效台时（每月）

Ａ ８ ２ １０ ３００

Ｂ １０ ５ ８ ４００
Ｃ ２ １３ １０ ４２０

单位产品利润（千元） ３ ２ ２􀆰 ９

　 　 试回答：（１） 如何充分发挥设备能力，使生产盈利最大？
（２） 若为了增加产量，可借用别的工厂的设备 Ｂ，每月可借用 ６０ 台时，租金为 １􀆰 ８ 万元，问借用 Ｂ

设备是否合算？
（３） 若另有两种新产品Ⅳ，Ⅴ，其中Ⅳ需用设备 Ａ １２台时；Ｂ ５台时；Ｃ １０台时，单位产品盈利

２􀆰 １千元；新产品 Ｖ需用设备 Ａ ４台时，Ｂ ４台时，Ｃ １２台时，单位产品盈利 １􀆰 ８７千元．如 Ａ，Ｂ，Ｃ 设
备台时不增加，分别回答这两种新产品投产在经济上是否合算？

（４） 对产品工艺重新进行设计，改进结构．改进后生产每件产品Ⅰ，需用设备 Ａ ９台时，设备 Ｂ １２
台时，设备 Ｃ ４台时，单位产品盈利 ４􀆰 ５千元，问这对原计划有何影响？

【解】 　 （１） 设产品Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ的产量分别为 ｘ１，ｘ２，ｘ３，由题目所给的数据，可以得到以下的数学模型：
ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２
＋２􀆰 ９ｘ３

ｓ􀆰 ｔ􀆰

８ｘ１
＋２ｘ２

＋１０ｘ３≤３００

１０ｘ１
＋５ｘ２

＋８ｘ３≤４００

２ｘ１
＋１３ｘ２

＋１０ｘ３≤４２０

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

将上述问题转化为标准型式，得
ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２
＋２􀆰 ９ｘ３

＋０·ｘ４
＋０·ｘ５

＋０·ｘ６
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ｓ􀆰 ｔ􀆰

８ｘ１
＋２ｘ２

＋１０ｘ３
＋ｘ４

＝ ３００

１０ｘ１
＋５ｘ２

＋８ｘ３
＋ｘ５

＝ ４００

２ｘ１
＋１３ｘ２

＋１０ｘ３
＋ｘ６

＝ ４２０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

对于此线性规划问题，用单纯形法求解，见表 ３ １１．
表 ３ １１

ｃ ｊ ３ ２ ２􀆰 ９ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

θ

０ ｘ４ ３００ ［８］ ２ １０ １ ０ ０ ７５
２

０ ｘ５ ４００ １０ ５ ８ ０ １ ０ ４０
０ ｘ６ ４２０ ２ １３ １０ ０ ０ １ ２１０

－ｚ ０ ３ ２ ２􀆰 ９ ０ ０ ０

３ ｘ１
７５
２ １

１
４

５
４

１
８ ０ ０ １５０

０ ｘ５ ２５ ０ ５
２[ ] － ９

２
－ ５

４
１ ０ １０

０ ｘ６ ３４５ ０
２５
２

１５
２

－ １
４ ０ １

１３８
５

－ｚ －２２５
２

０ ５
４

－１７
２０

－ ３
８

０ ０

３ ｘ１ ３５ １ ０
１７
１０

１
４

－ １
１０ ０

３５０
１７

２ ｘ２ １０ ０ １ － ９
５

－ １
２

２
５

０ —

０ ｘ６ ２２０ ０ ０ ［３０］ ６ －５ １
２２
３

－ｚ －１２５ ０ ０ ７
５

１
４

－ １
２

０

３ ｘ１
３３８
１５ １ ０ ０ － ９

１００
１１
６０

－ １７
３００

２ ｘ２
１１６
５

０ １ ０ － ７
５０

１
１０

３
５０

２􀆰 ９ ｘ３
２２
３ ０ ０ １

１
５

－ １
６

１
３０

－ｚ －２ ０２９
１５

０ ０ ０ － ３
１００

－ ４
１５

－ ７
１５０

由表 ３ １１可得：

原线性规划问题的最优解 Ｘ∗ ＝ ３３８
１５ ，

１１６
５ ，

２２
３ ，０，０，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ＝ ２ ０２９
１５

（２） 由表 ３ １１可知：设备 Ｂ的影子价格为 ４
１５

（千元 ／台时）

而借用设备的租金为：１８千元
６０台时

＝ ０􀆰 ３（千元 ／台时）＞ ４
１５

（千元 ／台时）
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所以借用 Ｂ设备不合算．
（３） 设Ⅳ和Ⅴ生产的产量分别为 ｘ７，ｘ８，其系数列向量分别为

Ｐ７ ＝
１２
５
１０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，　 Ｐ８ ＝

４
４
１２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

则其各自在最终单纯形表对应的列向量分别为

Ｐ′７ ＝Ｂ
－１Ｐ７ ＝

－ ９
１００

１１
６０

－ １７
３００

－ ７
５０

１
１０

３
５０

１
５

－ １
６

１
３０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

１２
５
１０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

－ ７３
１００

－２９
５０
１９
１０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

其检验数为

σ７ ＝ ２􀆰 １－ ２× － ７３
１００( ) ＋２× －２９

５０( ) ＋２􀆰 ９×
１９
１０[ ] ＝ －０􀆰 ０６＜０

所以生产产品Ⅳ不合算．

Ｐ′８ ＝Ｂ
－１Ｐ８ ＝

－ ９
１００

１１
６０

－ １７
３００

－ ７
５０

１
１０

３
５０

１
５

－ １
６

１
３０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

４
４
１２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

－２３
７５
１４
２５
８
１５

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

其检验数为

σ８ ＝ １􀆰 ８７－ ３× －２３
７５( ) ＋２×

１４
２５

＋２􀆰 ９×
８
１５[ ] ＝ ３７

３００
＞０

所以生产产品Ⅴ合算．
在表 ３ １１的基础上加入一列列出初始单纯形表，用单纯形法进行迭代，见表 ３ １２．

表 ３ １２

ｃ ｊ ３ ２ ２􀆰 ９ ０ ０ ０ １􀆰 ８７

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ８

θ

３ ｘ１
３３８
１５

１ ０ ０ － ９
１００

１１
６０

－ １７
３００

－２３
７５

—

２ ｘ２
１１６
５ ０ １ ０ － ７

５０
１
１０

３
５０

１４
２５

２９０
７

２􀆰 ９ ｘ３
２２
３

０ ０ １ １
５

－ １
６

１
３０

８
１５[ ] ５５

４

－ｚ －２ ０２９
１５ ０ ０ ０ － ３

１００
－ ４
１５

－ ７
１５０

３７
１００

３ ｘ１
１０７
４

１ ０ ２３
４０

１
４０

７
８０

－ ３
８０

０

２ ｘ２
３１
２ ０ １ －２１

２０
－ ７
２０

１１
４０

１
４０ ０

１􀆰 ８７ ｘ８
５５
４

０ ０ １５
８

３
８

－ ５
１６

１
１６

１
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－ｚ －１０ ９５７
８０

０ ０ － ３７
１６０

－ ６１
８００

－ ７３
３２０

－ ８７
１ ６００

０

由表 ３ １２可得：

线性规划问题的最优解为 Ｘ∗ ＝ １０７
４ ，

３１
２ ，０，０，０，７，

５５
４( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ＝ １０ ９５７
８０
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　 　 （４） 改进后

Ｃ′１ ＝ ４􀆰 ５，　 Ｐ′１ ＝
９
１２
４

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

此时其检验数

σ′１ ＝Ｃ′１－ＣＢＢ
－１Ｐ′１

＝ ４􀆰 ５－（３，２，２􀆰 ９）

－ ９
１００

１１
６０

－ １７
３００

－ ７
５０

１
１０

３
５０

１
５

－ １
６

１
３０

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

９
１２
４

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

＝ ４􀆰 ５－ ３
１００，

４
１５，

７
１５０( )

９
１２
４

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝ ２５３
３００

＞０

所以改进技术后能够带来更多的经济效益．
３􀆰 １２　 分析下列参数规划中当 ｔ变化时最优解的变化情况．
（１） ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ （３－６ｔ）ｘ１

＋（２－２ｔ）ｘ２
＋（５－５ｔ）ｘ３ 　 （ ｔ≥０）

ｘ１
＋２ｘ２

＋ｘ３≤４３０

３ｘ１
＋２ｘ３≤４６０

ｘ１
＋４ｘ２≤４２０

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２） ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ （７＋２ｔ）ｘ１
＋（１２＋ｔ）ｘ２

＋（１０－ｔ）ｘ３ 　 （ ｔ≥０）
ｘ１

＋ｘ２
＋ｘ３≤２０

２ｘ１
＋２ｘ２

＋ｘ３≤３０

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ïï

ïï

（３） ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ２ｘ１
＋ｘ２ 　 （０≤ｔ≤２５）

ｘ１≤１０＋２ｔ

ｘ１
＋ｘ２≤２５－ｔ

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

（４） ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ２１ｘ１
＋１２ｘ２

＋１８ｘ３
＋１５ｘ４ 　 （０≤ｔ≤５９）

６ｘ１
＋３ｘ２

＋６ｘ３
＋３ｘ４≤３０＋ｔ

６ｘ１
－３ｘ２

＋１２ｘ３
＋６ｘ４≤７８－ｔ

９ｘ１
＋３ｘ２

－６ｘ３
＋９ｘ４≤１３５－２ｔ

ｘ ｊ≥０　 ｊ＝ １，２，３，４

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

【解】 　 （１） 将上述问题化为标准型式：
ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ （３－６ｔ）ｘ１

＋（２－２ｔ）ｘ２
＋（５－５ｔ）ｘ３

＋０×ｘ４
＋０×ｘ５

＋０×ｘ６ 　 （ ｔ≥０）
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ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋２ｘ２

＋ｘ３
＋ｘ４

＝ ４３０

３ｘ１
＋２ｘ３

＋ｘ５
＝ ４６０

ｘ１
＋４ｘ２

＋ｘ６
＝ ４２０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

令 ｔ＝ ０，用单纯形法进行求解，见表 ３ １３．
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表 ３ １３

ｃ ｊ ３ ２ ５ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

θ

０ ｘ４ ４３０ １ ２ １ １ ０ ０ ４３０

０ ｘ５ ４６０ ３ ０ ［２］ ０ １ ０ ２３０

０ ｘ６ ４２０ １ ４ ０ ０ ０ １ —

－ｚ ０ ３ ２ ５ ０ ０ ０

０ ｘ４ ２００ － １
２

［２］ ０ １ － １
２

０ １００

５ ｘ３ ２３０
３
２ ０ １ ０

１
２ ０ —

０ ｘ６ ４２０ １ ４ ０ ０ ０ １ １０５

－ｚ －１ １５０ － ９
２ ２ ０ ０ － ５

２ ０

２ ｘ２ １００ － １
４

１ ０ １
２

－ １
４

０

５ ｘ３ ２３０
３
２ ０ １ ０

１
２ ０

０ ｘ６ ２０ ２ ０ ０ －２ １ １

－ｚ －１ ３５０ －４ ０ ０ －１ －２ ０

　 　 下面将 Ｃ的变化直接反映到最终表中，见表 ３ １４．
表 ３ １４

ｃ ｊ ３－６ｔ ２－２ｔ ５－５ｔ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

θ

２－２ｔ ｘ２ １００ － １
４

１ ０ １
２

－ １
４

０ —

５－５ｔ ｘ３ ２３０
３
２ ０ １ ０

１
２ ０ ４６０

０ ｘ６ ２０ ２ ０ ０ －２ ［１］ １ ２０

－ｚ １ ３５０ｔ
－１ ３５０ ｔ－４ ０ ０ ｔ－１ ２ｔ－２ ０

ｔ开始增大，当 ｔ＞１时，首先出现 σ４，σ５＞０
∴ 当 ０≤ｔ≤１时得最优解为 Ｘ∗ ＝（０，１００，２３０，０，０，２０） Ｔ

目标函数的最优值为 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ １ ３５０（ ｔ－１）　 （０≤ｔ≤１）
ｔ＝ １为第一临界点．
当 ｔ＞１时，σ４＞０，σ５＞０且 σ５＞σ４，故 ｘ５为换入变量，由 θ规则确定 ｘ６为换出变量．
用单纯形法进行迭代，得到表 ３ １５．



　 ４８　　　 运筹学全程学习指导与习题精解

表 ３ １５
ｃ ｊ ３－６ｔ ２－２ｔ ５－５ｔ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

θ

２－２ｔ ｘ２ １０５ １
４

１ ０ ０ ０ １
４

—

５－５ｔ ｘ３ ２２０
１
２ ０ １ ［１］ ０ － １

２ ２２０

０ ｘ５ ２０ ２ ０ ０ －２ １ １ —

－ｚ １ ３１０ｔ
－１ ３１０

－３ｔ ０ ０ ５ｔ－５ ０ ２－２ｔ

２－２ｔ ｘ２ １０５
１
４ １ ０ ０ ０

１
４[ ] ４２０

０ ｘ４ ２２０ １
２

０ １ １ ０ － １
２

—

０ ｘ５ ４６０ ３ ０ ２ ０ １ ０ —

－ｚ ２１０ｔ
－２１０

５
２

－１１
２
ｔ

０ ５－５ｔ ０ ０

１
２
ｔ

－ １
２

０ ｘ６ ４２０ １ ４ ０ ０ ０ １

０ ｘ４ ４３０ １ ２ １ １ ０ ０

０ ｘ５ ４６０ ３ ０ ２ ０ １ ０

－ｚ ０ ３－６ｔ ２－２ｔ ５－５ｔ ０ ０ ０

由表 ３ １５可得：
当 ｔ＞１时得最优解为 Ｘ∗ ＝（０，０，０，４３０，４６０，４２０） Ｔ

目标函数的最优值为 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ０　 （ ｔ＞１）
（２） 将上述问题化为标准型式，得：
ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ （７＋２ｔ）ｘ１

＋（１２＋ｔ）ｘ２
＋（１０－ｔ）ｘ３

＋０×ｘ４
＋０×ｘ５（ ｔ≥０）

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＋ｘ４

＝ ２０

２ｘ１
＋２ｘ２

＋ｘ３
＋ｘ５

＝ ３０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５≥０

ì

î

í

ïï

ïï

令 ｔ＝ ０，用单纯形法求解，见表 ３ １６．
表 ３ １６

ｃ ｊ ７ １２ １０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

０ ｘ４ ２０ １ １ １ １ ０ ２０

０ ｘ５ ３０ ２ ［２］ １ ０ １ １５

－ｚ ０ ７ １２ １０ ０ ０

０ ｘ４ ５ ０ ０ １
２[ ] １ － １

２
１０
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续表 ３ １６

１２ ｘ２ １５ １ １ １
２

０ １
２

３０

－ｚ －１８０ －５ ０ ４ ０ －６

１０ ｘ３ １０ ０ ０ １ ２ －１

１２ ｘ２ １０ １ １ ０ －１ １

－ｚ －２２０ －５ ０ ０ －８ －２

将 Ｃ的变化直接反映到最终表中，见表 ３ １７．
表 ３ １７

ｃ ｊ ７＋２ｔ １２＋ｔ １０－ｔ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

１０－ｔ ｘ３ １０ ０ ０ １ ［２］ －１ ５

１２＋ｔ ｘ２ １０ １ １ ０ －１ １ —

－ｚ －２２０ ｔ－５ ０ ０ ３ｔ－８ －２－２ｔ

ｔ开始增大，当 ｔ＞ ８
３
时，首先出现 σ４＞０

故当 ０≤ｔ≤ ８
３
时，得最优解 Ｘ∗ ＝（０，１０，１０，０） Ｔ

目标函数的最优值为 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ２２０　 （０≤ｔ≤８ ／ ３）
ｔ＝ ８ ／ ３为第一临界点．
当 ８ ／ ３＜ｔ＜５时，σ４＞０，ｘ４作为换入变量，由 θ规则确定 ｘ３为换出变量，用单纯形法进行迭代，得到表

３ １８．
表 ３ １８

ｃ ｊ
７＋２ｔ １２＋ｔ １０－ｔ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

０ ｘ４ ５ ０ ０ １
２

１ － １
２

—

１２＋ｔ ｘ２ １５ ［１］ １
１
２ ０

１
２ １５

－ｚ －１８０－１５ｔ ｔ－５ ０ ４－ ３
２
ｔ ０ －６－ １

２
ｔ

由表 ３ １８可得：
ｔ继续增大，当 ｔ＞５时，首先出现 σ１＞０

故当
８
３

＜ｔ≤５时得最优解为 Ｘ∗ ＝（０，１５，０，５） Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ １８０＋１５ｔ　 ８
３ ＜ｔ≤５( )

ｔ＝ ５为第二临界点．
当 ｔ＞５时，σ１＞０，ｘ１作为换入变量，由 θ 规则确定 ｘ２作为换出变量，用单纯形法进行迭代，得到表

３ １９．
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表 ３ １９

ｃ ｊ ７＋２ｔ １２＋ｔ １０－ｔ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

０ ｘ４ ５ ０ ０ １
２

１ － １
２

７＋２ｔ ｘ１ １５ １ １
１
２ ０

１
２

－ｚ －１０５－３０ｔ ０ ５－ｔ １３
２

－２ｔ ０ － ７
２

－ｔ

由表 ３ １９可得：
当 ｔ继续增大时，所有检验数均为非正．
所以当 ｔ＞５时，得最优解 Ｘ∗ ＝（１５，０，０，５） Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ １０５＋３０ｔ　 （ ｔ＞５）
（３） 将上述问题化为标准型式：
ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ２ｘ１

＋ｘ２
＋０×ｘ３

＋０×ｘ４
＋０×ｘ５ 　 （０≤ｔ≤２５）

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ｘ３

＝ １０＋２ｔ

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ４
＝ ２５－ｔ

ｘ２
＋ｘ５

＝ １０＋２ｔ

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

令 ｔ＝ ０，用单纯形法求解上述线性规划问题，见表 ３ ２０．
表 ３ ２０

ｃ ｊ ２ １ ０ ０ ０
ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

０ ｘ３ １０ ［１］ ０ １ ０ ０ １０

０ ｘ４ ２５ １ １ ０ １ ０ ２５

０ ｘ５ １０ ０ １ ０ ０ １ —
－ｚ ０ ２ １ ０ ０ ０

２ ｘ１ １０ １ ０ １ ０ ０ —

０ ｘ４ １５ ０ １ －１ １ ０ １５

０ ｘ５ １０ ０ ［１］ ０ ０ １ １０
－ｚ －２０ ０ １ －２ ０ ０

２ ｘ１ １０ １ ０ １ ０ ０

０ ｘ４ ５ ０ ０ －１ １ －１

１ ｘ２ １０ ０ １ ０ ０ １
－ｚ －３０ ０ ０ －２ ０ －１

　 　 Δｂ＝
２ｔ
－ｔ
２ｔ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，　 Ｂ－１ ＝

１ ０ ０
－１ １ －１
０ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
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∴ Δｂ′＝Ｂ－１Δｂ＝
１ ０ ０
－１ １ －１
０ ０ １

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

２ｔ
－ｔ
２ｔ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

２ｔ
－ｔ
２ｔ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

将上述计算结果反映到最终表 ３ ２０中，得到 ３ ２１．
表 ３ ２１

ｃ ｊ ２ １ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

２ ｘ１ １０＋２ｔ １ ０ １ ０ ０

０ ｘ４ ５－ｔ ０ ０ －１ １ ［－１］

１ ｘ２ １０＋２ｔ ０ １ ０ ０ １

－ｚ －６ｔ－３０ ０ ０ －２ ０ －１

由表 ３ ２１可得：
ｔ开始增大，ｔ＞５时，首先出现 ｂ２＜０

所以当 ０≤ｔ≤５时，得最优解为 Ｘ∗ ＝（１０＋２ｔ，１０＋２ｔ，０，５－ｔ，０） Ｔ

目标函数最优值为 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ６ｔ＋３０　 （０≤ｔ≤５）
ｔ＝ ５为第一临界点
当 ｔ＞５时，ｂ２＜０
所以 ｘ４为换出变量，由 θ规则 ｘ５为换入变量，用对偶单纯形法进行迭代，得到表 ３ ２２．

表 ３ ２２

ｃ ｊ ２ １ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

２ ｘ１ １０＋２ｔ １ ０ １ ０ ０

０ ｘ５ ｔ－５ ０ ０ １ －１ １

１ ｘ２ １５＋ｔ ０ １ －１ １ ０

－ｚ －３５－５ｔ ０ ０ －１ －１ ０

　 　 当 ｔ＞５时，问题已得到最优解 Ｘ∗ ＝（１０＋２ｔ，１５＋ｔ，０，０，ｔ－５） Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ３５＋５ｔ　 （５＜ｔ≤２５）
（４） 将上述问题化为标准型式得：
ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ２１ｘ１

＋１２ｘ２
＋１８ｘ３

＋１５ｘ４
＋０×ｘ５

＋０×ｘ６
＋０×ｘ７ 　 （０≤ｔ≤５０）

ｓ􀆰 ｔ􀆰

６ｘ１
＋３ｘ２

＋６ｘ３
＋３ｘ４

＋ｘ５
＝ ３０＋ｔ

６ｘ１
－３ｘ２

＋１２ｘ３
＋６ｘ４

＋ｘ６
＝ ７８－ｔ

９ｘ１
＋３ｘ２

－６ｘ３
＋９ｘ４

＋ｘ７
＝ １３５－２ｔ

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

令 ｔ＝ ０，用单纯形法进行求解，见表 ３ ２３．
表 ３ ２３
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ｃ ｊ ２１ １２ １８ １５ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

θ

０ ｘ５ ３０ ［６］ ３ ６ ３ １ ０ ０ ５
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续表 ３ ２３

０ ｘ６ ７８ ６ －３ １２ ６ ０ １ ０ １３

０ ｘ７ １３５ ９ ３ －６ ９ ０ ０ １ １５

－ｚ ０ ２１ １２ １８ １５ ０ ０ ０

２１ ｘ１ ５ １ １
２

１ １
２[ ] １

６
０ ０ １０

０ ｘ６ ４８ ０ －６ ６ ３ －１ １ ０ １６

０ ｘ７ ９０ ０ － ３
２

－１５
９
２

－ ３
２ ０ １ ２０

－ｚ －１０５ ０ ３
２

－３ ９
２

－ ７
２

０ ０

１５
ｘ４ １０ ２ １ ２ １ １

３
０ ０

０ ｘ６ １８ －６ －９ ０ ０ －２ １ ０

０ ｘ７ ４５ －９ －６ －２４ ０ －３ ０ １

－ｚ －１５０ －９ －３ －１２ ０ －５ ０ ０

　 　 Δｂ＝
ｔ
－ｔ
－２ｔ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
，　 Ｂ－１ ＝

１
３ ０ ０

－２ １ ０
－３ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

∴ Δｂ′＝Ｂ－１Δｂ＝

１
３ ０ ０

－２ １ ０
－３ ０ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｔ
－ｔ
－２ｔ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

１
３ ｔ

－３ｔ
－５ｔ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

将上述计算结果反映到最终表 ３ ２３中，得到表 ３ ２４．
表 ３ ２４

ｃ ｊ ２１ １２ １８ １５ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

１５ ｘ４ １０＋ １
３
ｔ ２ １ ２ １ １

３
０ ０

０ ｘ６ １８－３ｔ ６ ［－９］ ０ ０ －２ １ ０

０ ｘ７ ４５－５ｔ －９ －６ －２４ ０ －３ ０ １

－ｚ －１５０－５ｔ －９ －３ －１２ ０ －５ ０ ０

由表 ３ ２４可得：
ｔ开始增大，当 ｔ＜６时，首先出现 ｂ２＜０

所以当 ０≤ｔ≤６时，得最优解 Ｘ∗ ＝ ０，０，０，１０＋
１
３ ｔ，０，１８－３ｔ，４５－５ｔ( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ １５０＋５ｔ　 （０≤ｔ≤６）
ｔ＝ ６为第一临界点
当 ｔ＞６时，ｂ２＜０
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所以 ｘ６为换出变量，由 θ规则确定 ｘ２为换入变量．
用对偶单纯形法进行迭代，得到表 ３ ２５．

表 ３ ２５

ｃ ｊ ２１ １２ １８ １５ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

１５ ｘ４ １２ ４
３

０ ２ １ １
９

１
９

０

１２ ｘ２
１
３
ｔ－２ ２

３ １ ０ ０
２
９

－ １
９ ０

０ ｘ７ ３３－３ｔ －５ ０ ［－２４］ ０ － ５
３

－ ２
３

１

－ｚ －１５６－４ｔ －７ ０ －１２ ０ －１３
３

－ １
３ ０

由表 ３ ２５可得：
ｔ继续增大，当 ｔ＞１１时，首先出现 ｂ３＜０

所以当 ６＜ｔ≤１１时，得最优解 Ｘ∗ ＝ ０，
１
３ ｔ－２，０，１２，０，０，３３－３ｔ( )

Ｔ

目标函数最优值 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ １５６＋４ｔ　 （６＜ｔ≤１１）
ｔ＝ １１为第二临界点
当 ｔ＞１１时，ｂ３＜０
所以 ｘ７为换出变量

由 θ规则确定 ｘ３为换入变量，用对偶单纯形法进行迭代，得到表 ３ ２６．
表 ３ ２６

ｃ ｊ ２１ １２ １８ １５ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

１５ ｘ４
５９
４

－ ｔ
４

１１
１２

０ ０ １ － １
３６

１
１８

１
１２

１２ ｘ２
１
３
ｔ－２ ２

３ １ ０ ０
２
９

－ １
９ ０

１８ ｘ３
１
８
（ ｔ－１１） ５

２４
０ １ ０ ５

７２
１
３６

－ １
２４

－ｚ －３４５＋５ｔ
２

－ ９
２ ０ ０ ０ － ７

２ ０ － １
２

由表 ３ ２６可得：

在 ｔ≤５９的条件下已得到最优解 Ｘ∗ ＝ ０，
１
３ ｔ－２，

ｔ
８

－１１
８ ，

５９
４

－ ｔ
４ ，０，０，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ（ ｔ）＝ ５
２
ｔ＋３４５

２
　 （１１＜ｔ≤５９）
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第 ４章　 运输问题

１􀆰 了解运输问题的特点．
２􀆰 掌握表上作业法及其在产销平衡运输问题求解中的应用．
３􀆰 掌握产销不平衡运输问题的求解方法．

１􀆰 产销平衡即总产量等于总需求量的运输问题，可直接采用表上作业法求其最优调运方案．求空
格的检验数 λｉｊ通常有以下两种方法．

（１） 用闭回路法求 λｉｊ，适合于小规模的运输问题．
（２） 用位势法求 λｉｊ，适合于大规模的运输问题．
２􀆰 产销不平衡运输问题求解，对于总产量不等于总需求量的运输问题，不能直接采用表上作业法

求最优调运方案，必须转化为产销平衡运输问题，然后采用表上作业法求最优调运方案．

（１） 产大于销问题，设置一个假想销地 Ｂｎ＋１，接受多余的产量 ｂｎ＋１ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉ

－∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｂ ｊ，实际上没有发生

运输，即不应该产生费用，因此运价为 ０，这样，既转化为产销平衡运输问题，又不破坏原问题的性质．

（２） 销大于产问题，设置一个假想产地 Ａｍ＋１，用来满足多余的销量 ａｍ＋１
＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｂ ｊ － ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ａｉ，实际上没

有发生运输，即不应该产生费用，因此运价为 ０．既转化为产销平衡问题又不破坏问题的性质．

４􀆰 １　 判断表 ４ １和表 ４ ２中给出的调运方案能否作为用表上作业法求解时的初始解？ 为什么？
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　 　 表 ４ １

销地
产地　 　 　 １ ２ ３ ４ 产量

１ ０ １５ １５

２ １５ １０ ２５
３ ５ ５

销　 量 ５ １５ １５ １０

　 　 表 ４ ２

销地
产地　 　 　 １ ２ ３ ４ ５ 产量

１ １５０ ２５０ ４００

２ ２００ ３００ ５００
３ ２５０ ５０ ３００
４ ９０ ２１０ ３００
５ ８０ ２０ １００

销　 量 ２４０ ４１０ ５５０ ３３０ ７０

　 　 【解】 　 （１） 表 ４ １中，有 ５个数字格，而作为初始解，应有 ｍ＋ｎ－１＝ ３＋４－１＝ ６个数字格，所以表 ４
１的调运方案不能作为用表上作业法求解时的初始解．

（２） 表 ４ ２中，有 １０个数字格，而作为初始解，应有 ｍ＋ｎ－１＝ ５＋５－１＝ ９个数字格，所以表４ ２的调
运方案不能作为用表上作业法求解时的初始解．

４􀆰 ２　 判断下列说法是否正确，并说明理由

（１） 在运输问题中，只要任意给出一组含（ｍ ＋ ｎ ＋ １）个非零的｛ｘｉｊ｝，且满足∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｘｉｊ ＝ ａｉ，∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｘｉｊ ＝ ｂ ｊ，

就可以作为一个初始基可行解；
（２） 表上作业法实质上就是求解运输问题的单纯形法；
（３） 如果运输问题单位运价表的某一行（或某一列）元素分别加上一个常数 ｋ，最优调运方案将不

发生变化；
（４） 运输问题单位运价表的全部元素乘上一个常数 ｋ（ｋ＞０），最优调运方案将不发生变化．
【解】 　 （１） ✕
（２） 􀳫
（３） ✕（不平衡运输问题）
（４） 􀳫
４􀆰 ３　 用表上作业法和伏格尔（Ｖｏｇｅｌ）法求表 ４ ３和表 ４ ４中给出的运输问题的最优解和近似最

优解（表中数字 Ｍ为任意大正数） ．
表 ４ ３

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 产量

１ １０ ２０ ５ ９ １０ ５

２ ２ １０ ８ ３０ ６ ６
３ １ ２０ ７ １０ ４ ２
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续表 ４ ３
销地

产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 产量

４ ８ ６ ３ ７ ５ ９

销　 量 ４ ４ ６ ２ ４

　 　 表 ４ ４

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 产量

１ １０ １８ ２９ １３ ２２ １００

２ １３ Ｍ ２１ １４ １６ １２０
３ ０ ６ １１ ３ Ｍ １４０
４ ９ １１ ２３ １８ １９ ８０
５ ２４ ２８ ３６ ３０ ３４ ６０

销　 量 １００ １２０ １００ ６０ ８０

【解】 　 （１） 此问题是一个产销不平衡问题，由表 ４ ３知，产大于销，所以增加一个假想销地己，令其单
位运价为 ０，其销量为（５＋６＋２＋９）－（４＋４＋６＋２＋４）＝ ２
这样便得到产销平衡表和单位运价表，见表 ４ ５．

表 ４ ５

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １０ ２０ ５ ９ １０ ０ ５

２ ２ １０ ８ ３０ ６ ０ ６
３ １ ２０ ７ １０ ４ ０ ２
４ ８ ６ ３ ７ ５ ０ ９

销量 ４ ４ ６ ２ ４ ２

对于此问题，用伏格尔法求初始解．
① 在表 ４ ５中分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表的最右列和最

下行，见表 ４ ６．
表 ４ ６

销地
产地　 　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 行差额

１ １０ ２０ ５ ９ １０ ０ ５

２ ２ １０ ８ ３０ ６ ０ ２
３ １ ２０ ７ １０ ４ ０ １
４ ８ ６ ３ ７ ５ ０ ３

列差额 １ ４ ２ ２ １ ０

　 　 ② 从行差额或列差额中选出最大者，选择它所在的行或列中的最小元素，在表 ４ ６中产地 １所在
的行为最大差额行，产地 １所在的行的最小元素为 ０，由此可确定产地 １ 的产品先供应己的需要，得到
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表 ４ ７，同时将运价表中的已列数字划去，得到表 ４ ７．
表 ４ ７

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ ２ ５

２ ６
３ ２
４ ９

销量 ４ ４ ６ ２ ４ ２

表 ４ ８

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １０ ２０ ５ ９ １０

􀪋
􀪋０ ５

２ ２ １０ ８ ３０ ６

􀪋

０ ６
３ １ ２０ ７ １０ ４

􀪋

０ ２
４ ８ ６ ３ ７ ５

􀪋

０ ９

销量 ４ ４ ６ ２ ４ ２

　 　 ③ 对表 ４ ８中未划去的元素，分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表
的最右列和最下行，重复地做①②，直到求得初始解为止，用此种方法求出表 ４ ５的初始解，见表 ４ ９．

表 ４ ９

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ ３ ２ ５

２ ４ ２ ６
３ ２ ２
４ ４ ３ ２ ０ ９

销量 ４ ４ ６ ２ ４ ２

　 　 下面用位势法进行检验：
① 在对应表 ４ ９的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ＝ １，２，３，４），在行中

填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４，５，６），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ １０．
表 ４ １０

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１ ５ ０ ０

２ ２ ６ －１
３ ４ －３
４ ６ ３ ７ ５ －２
ｖ ｊ ３ ８ ５ ９ ７ ０
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　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数并在每个格的右上角填入单位运价，得到表 ４

１１．
表 ４ １１

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１

　

７　 　
１０

　

１２　 　
２０

　

　 　
５

　

０　 　
９

　

３　 　
１０

　

　 　
０ ０

２

　

　 　
２

　

３　 　
１０

　

４　 　
８

　

２２　 　
３０

　

　 　
６

　

１　 　
０ －１

３

　

１　 　
１

　

１５　 　
２０

　

５　 　
７

　

４　 　
１０

　

　 　
４

　

３　 　
０ －３

４

　

７　 　
８

　

　 　
６

　

　 　
３

　

　 　
７

　

　 　
５

　

２　 　
０ －２

ｖ ｊ ３ ８ ５ ９ ７ ０

由表 ４ １１可以看出，所有的非基变量的检验数 σｉｊ≥０
∴ 此问题已达到最优解
又∵ 非基变量的检验数 σ１４ ＝ ０
∴ 此问题有无穷多最优解．
此时的总运费

ｍｉｎ ｚ ＝ ４×２＋３×５＋４×６＋３×３＋２×７＋２×４＋２×６＝ ９０
（２） 该问题是一个产销不平衡问题．由表 ４ ４ 知，产大于销，所以增加一个假想销地己，令其运价

为 ０，其销量为
（１００＋１２０＋１４０＋８０＋６０）－（１００＋１２０＋１００＋６０＋８０）＝ ４０

这样便得到产销平衡表和单位运价表，见表 ４ １２．
表 ４ １２

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １０ １８ ２９ １３ ２２ ０ １００

２ １３ Ｍ ２１ １４ １６ ０ １２０
３ ０ ６ １１ ３ Ｍ ０ １４０
４ ９ １１ ２３ １８ １９ ０ ８０
５ ２４ ２８ ３６ ３０ ３４ ０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

对于此问题，用伏格尔法求初始解．
① 在表 ４ １２中分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表的最右列和最

下行，见表 ４ １３．
表 ４ １３

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 行差额

１ １０ １８ ２９ １３ ２２ ０ １０

２ １３ Ｍ ２１ １４ １６ ０ １３
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续表 ４ １３
销地

产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 行差额

３ ０ ６ １１ ３ Ｍ ０ ０
４ ９ １１ ２３ １８ １９ ０ ９
５ ２４ ２８ ３６ ３０ ３４ ０ ２４

列差额 ９ ５ １０ １０ ３ ０

　 　 ② 从行差额或列差额中选出最大者，选择它所在的行或列中的最小元素，表 ４ １３ 中产地 ５ 所在
的行为最大差额行，其所在的行的最小元素为 ０，由此可确定产地 ５ 的产品先供应己的需要，得表 ４
１４，同时将运价表中的己列数字划去，得到表 ４ １５．

表 ４ １４
销地

产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １００
２ １２０
３ １４０
４ ８０
５ ４０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

表 ４ １５
销地

产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １０ １８ ２９ １３ ２２

􀪋
􀪋０ １００

２ １３ Ｍ ２１ １４ １６

􀪋

０ １２０
３ ０ ６ １１ ３ Ｍ

􀪋

０ １４０
４ ９ １１ ２３ １８ １９

􀪋

０ ８０
５ ２４ ２８ ３６ ３０ ３４

􀪋

０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０

􀪋
􀪋４０

　 　 ③ 对表 ４ １５中未划去的元素，分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该
表的最右列和最下行，重复地做①②，直到求得初始解为止，用此种方法求出表 ４ １２的初始解见表 ４
１６．

表 ４ １６
销地

产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ ６０ ４０ １００
２ ２０ ２０ ８０ １２０
３ １００ ４０ １４０
４ ８０ ８０
５ ２０ ４０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０
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　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ １６中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，４，５），在

行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４，５，６）先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ １７．
表 ４ １７

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１ １０ １８ ０

２ １３ １４ １６ ３
３ １１ ３ －８
４ １１ －７
５ ２４ ０ １４
ｖ ｊ １０ １８ １９ １１ １３ －１４

　 　 ② σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数并在每个格的右上角填入单位运价，得到表 ４

１８．
表 ４ １８

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１

　

　 　
１０

　

　 　
１８

　

１０　 　
２９

　

２　 　
１３

　

９　 　
２２

　

１４　 　
０ ０

２

　

　 　
１３

　

Ｍ－２１　 　
Ｍ

　

－１　 　
２１

　

　 　
１４

　

　 　
１６

　

１１　 　
０ ３

３

　

－２　 　
０

　

－４　 　
６

　

　 　
１１

　

　 　
３

　

Ｍ－５　 　
Ｍ

　

２２　 　
０ －８

４

　

６　 　
９

　

　 　
１１

　

１１　 　
２３

　

１４　 　
１８

　

１３　 　
１９

　

２１　 　
０ －７

５

　

０　 　
２４

　

－４　 　
２８

　

３　 　
３６

　

５　 　
３０

　

７　 　
３４

　

　 　
０ １４

ｖ ｊ １０ １８ １９ １１ １ －１４

表 ４ １８中还有负检验数，说明还未得到最优解，用闭回路调整法进行改进．
由表 ４ １８可得：（３，乙）格的检验数 σ３２ ＝ －４为负的最小，故（３，乙）为调入格，以此格为出发点，作

一闭回路，见表 ４ １９．
表 ４ １９

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ ６０
（＋１） ４０（－１） １００

２ ２０
（－１） ２０（＋１） ８０ １２０

３ （＋１） １００ ４０（－１） １４０

４ ８０ ８０

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋

􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋



　 ６２　　　 运筹学全程学习指导与习题精解

续表 ４ １９

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

５ ２０ ４０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

（３，乙）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者，即
θ＝ｍｉｎ｛２０，４０，４０｝ ＝ ２０

按照闭回路上的正负号加上或减去此值，得到调整方案见表 ４ ２０．
表 ４ ２０

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ ８０ ２０ １００

２ ４０ ８０ １２０
３ ２０ １００ ２０ １４０
４ ８０ ８０
５ ２０ ６０
销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ２０中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５），

在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４，５，６），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ，ｖ ｊ，得到表 ４ ２１．
表 ４ ２１

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１ １０ １８ ０

２ １４ １６ －１
３ ６ １１ ３ －１２
４ １１ －７
５ ２４ ０ １４
ｖ ｊ １０ １８ ２３ １５ １７ －１４

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ２２．
表 ４ ２２

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１

　

　 　
１０

　

　 　
１８

　

６　 　
２９

　

－２　 　
１３

　

５　 　
２２

　

１４　 　
０ ０

２

　

４　 　
１３

　

Ｍ－１７　 　
Ｍ

　

－１　 　
２１

　

　 　
１４

　

　 　
１６

　

１５　 　
０ －１
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续表 ４ ２２
销地

产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

３

　

２　 　
０

　

　 　
６

　

　 　
１１

　

　 　
３

　

Ｍ－５　 　
１

　

２６　 　
０ －１２

４

　

６　 　
９

　

　 　
１１

　

７　 　
２３

　

１０　 　
１８

　

９　 　
１９

　

２１　 　
０ －７

５

　

　 　
２４

　

－４　 　
２８

　

－１　 　
３６

　

１　 　
３０

　

３　 　
３４

　

　 　
０ １４

ｖ ｊ １０ １８ ２３ １５ １７ －１４

表 ４ ２２中还有负检验数，说明还未得到最优解，用闭回路调整法进行改进．
由表 ４ ２２可得：（５，乙）格的检验数 σ５２ ＝ －４为负的最小，故（５，乙）格为调入格．以此格为出发点，

作一闭回路，见表 ４ ２３．
表 ４ ２３

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ 􀪋􀪋􀪋８０（＋１） 􀪋􀪋􀪋（－１）２０ １００
２

􀪋 􀪋
４０ ８０ １２０

３

􀪋 􀪋

２０ １００ ２０ １４０
４

􀪋 􀪋

８０ ８０
５

􀪋
􀪋􀪋２０（－１） 􀪋􀪋

􀪋

（＋１） ４０ ６０
销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

（５，乙）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者，即
θ＝ｍｉｎ｛２０，２０｝ ＝ ２０

按照闭回路上的正负号加上或减去此值．由于此时出现退化情况，故在（１，乙）处填入一个 ０，得到调整
方案见表 ４ ２４．

表 ４ ２４

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １００ ０ １００
２ ４０ ８０ １２０
３ ２０ １００ ２０ １４０
４ ８０ ８０
５ ２０ ４０ ６０
销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ２４中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５），

在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４，５，６），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ２５．
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表 ４ ２５

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１ １０ １８ ０
２ １４ １６ －１
３ ６ １１ ３ －１２
４ １１ －７
５ ２８ ０ １０
ｖ ｊ １０ １８ ２３ １５ １７ －１０

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ２６．
表 ４ ２６

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１

　

　 　
１０

　

　 　
１８

　

６　 　
２９

　

－２　 　
１３

　

５　 　
２２

　

１０　 　
０ ０

２

　

４　 　
１３

　

Ｍ－１７　 　
Ｍ

　

－１　 　
２１

　

　 　
１４

　

　 　
１６

　

１１　 　
０ －１

３

　

２　 　
０

　

　 　
６

　

　 　
１１

　

　 　
３

　

Ｍ－５　 　
Ｍ

　

２２　 　
０ －１２

４

　

６　 　
９

　

　 　
１１

　

７　 　
２３

　

１０　 　
１８

　

９　 　
１９

　

１７　 　
０ －７

５

　

４　 　
２４

　

　 　
２８

　

３　 　
３６

　

５　 　
３０

　

７　 　
３４

　

　 　
０ １０

ｖ ｊ １０ １８ ２３ １５ １７ －１０

表 ４ ２６中还有负检验数，说明还未得到最优解．用闭回路调整法进行改进
由表 ４ ２６可得：（１，丁）格的检验数 σ１４ ＝ －２为负的最小，故（１，丁）为调入格。 以此格为出发点，

作一闭回路，见表 ４ ２７．
表 ４ ２７

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １００ ０（－１） （＋１） １００

２ ４０ ８０ １２０
３ ２０（＋１） １００ （－１）２０ １４０
４ ８０ ８０
５ ２０ ４０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋
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（１，丁）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者．即
θ＝ｍｉｎ｛０，２０｝ ＝ ０
按照闭回路上的正负号加上或减去此值，得到调整方案见表 ４ ２８．

表 ４ ２８

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １００ ０ １００
２ ４０ ８０ １２０
３ ２０ １００ ２０ １４０
４ ８０ ８０
５ ２０ ４０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ２８中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５），

在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４，５，６），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕ和 ｖ ｊ，得到表 ４ ２９．
表 ４ ２９

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１ １０ １３ ０
２ １４ １６ １
３ ６ １１ ３ －１０
４ １１ －５
５ ２８ ０ １２
ｖ ｊ １０ １６ ２１ １３ １５ －１２

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ３０．
表 ４ ３０

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１

　

　 　
１０

　

２　 　
１８

　

８　 　
２９

　

　 　
１３

　

７　 　
２２

　

１２　 　
０ ０

２

　

２　 　
１３

　

Ｍ－１７　 　
Ｍ

　

－１　 　
２１

　

　 　
１４

　

　 　
１６

　

１１　 　
０ １

３

　

０　 　
０

　

　 　
６

　

　 　
１１

　

　 　
３

　

Ｍ－５　 　
Ｍ

　

２２　 　
０ －１０

４

　

４　 　
９

　

　 　
１１

　

７　 　
２３

　

１０　 　
１８

　

９　 　
１９

　

１７　 　
０ －５

５

　

２　 　
２４

　

　 　
２８

　

３　 　
３６

　

５　 　
３０

　

７　 　
３４

　

　 　
０ １２

ｖ ｊ １０ １６ ２１ １３ １５ －１２
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表 ４ ３０还有负检验数，说明还未得到最优解，用闭回路调整法进行改进．
由表 ４ ３０可得：（２，丙）格的检验数 σ２３ ＝ －１为负的最小，故（２，丙）为调入格．以此格为出发点，作

一闭回路，见表 ４ ３１．
表 ４ ３１

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １００ ０ １００

２ （＋１） 　　 ４０（－１） ８０ １２０

３ ２０ （－１）１００ ２０（＋１） １４０

４ ８０ ８０

５ ２０ ４０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
（２，丙）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者，即

θ＝ｍｉｎ｛４０，１００｝ ＝ ４０
按照闭回路上的正负号加上或减此去值，得到调整方案见表 ４ ３２．

表 ４ ３２

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 产量

１ １００ ０ １００

２ ４０ ８０ １２０
３ ２０ ６０ ６０ １４０
４ ８０ ８０
５ ２０ ４０ ６０

销量 １００ １２０ １００ ６０ ８０ ４０

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ３２中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５），

在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４，５，６），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ３３．
表 ４ ３３

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１ １０ １３ ０

２ ２１ １６ ０
３ ６ １１ ３ －１０
４ １１ －５
５ ２８ ０ １２
ｖ ｊ １０ １６ ２１ １３ １６ －１２

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数并在每个格的右上角填入单位运价，得到表 ４

３４．
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表 ４ ３４

销地
产地　 　 　 甲 乙 丙 丁 戊 己 ｕｉ

１

　

　 　
１０

　

２　 　
１８

　

８　 　
２９

　

　 　
１３

　

６　 　
２２

　

１２　 　
０ ０

２

　

３　 　
１３

　

Ｍ－１６　 　
Ｍ

　

　 　
２１

　

１　 　
１４

　

　 　
１６

　

１２　 　
０ ０

３

　

０　 　
０

　

　 　
６

　

　 　
１１

　

　 　
３

　

Ｍ－６　 　
Ｍ

　

２２　 　
０ －１０

４

　

４　 　
９

　

　 　
１１

　

７　 　
２３

　

１０　 　
１８

　

８　 　
１９

　

１７　 　
０ －５

５

　

２　 　
２４

　

　 　
２８

　

３　 　
３６

　

５　 　
３０

　

６　 　
３４

　

　 　
０ １２

ｖ ｊ １０ １６ ２１ １３ １６ －１２

由表 ４ ３４可以看出：所有的非基变量的检验数 σｉｊ≥０
∴ 此问已达到最优解．
又∵ 非基变量的检验数 σ３１ ＝ ０
∴ 此问题有无穷多最优解．
此时的总运费

ｍｉｎ ｚ ＝ １０×１００＋１３×０＋２１×４０＋１６×８０＋６×２０
＋１１×６０＋３×６０＋１１×８０＋２８×２０＋０×４０

＝ ５ ５２０
４􀆰 ４　 已知运输问题的产销平衡表、单位运价表及最优调运方案分别见表 ４ ３５和 ４ ３６，试回答下

列问题。
表 ４ ３５　 产销平衡表及最优调运方案

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ 产量

Ａ１ ５ １０ １５
Ａ２ ０ １０ １５ ２５
Ａ３ ５ ５

销量 ５ １５ １５ １０

表 ４ ３６　 单位运价表

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４

Ａ１ １０ １ ２０ １１
Ａ２ １２ ７ ９ ２０
Ａ３ ２ １４ １６ １８

　 　 （１） 从 Ａ２→Ｂ２的单位运价 ｃ２２在什么范围变化时，上述最优调运方案不变？
（２） Ａ２→Ｂ４的单位运价 ｃ２４变为何值时，有无穷多最优调运方案．除表 ４ ３５中方案外，至少再写出

其他两个．
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【解】 　 （１） ① 在对应表 ４ ３５的数字格处（ｃ２２未知）填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入
ｕｉ（ ｉ＝ １，２，３），在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４），先令 ｕ１

＝ ０，由 ｕｉ
＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ３７．

表 ４ ３７

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ｕｉ

Ａ１ １ １１ ０
Ａ２ １２ ｃ２２ ９ ｃ２２－１
Ａ３ ２ ｃ２２－１１

ｖ ｊ １３－ｃ２２ １ １０ １１

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价（ ｃ２２未

知），得到表 ４ ３８．
表 ４ ３８

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ｕｉ

Ａ１

　

ｃ２２－３　 　
１０

　

　 　
１

　

ｃ２２＋１０　 　
２０

　

　 　
１１ ０

Ａ２

　

　 　
１２

　

　 　
ｃ２２

　

　 　
９

　

１０－ｃ２２ 　 　
２０ ｃ２２－１

Ａ３

　

　 　
２

　

２４－ｃ２２ 　 　
１４

　

１７　 　
１６

　

１８－ｃ２２ 　 　
１８ ｃ２２－１１

ｖ ｊ １３－ｃ２２ １ １０－ｃ２２ １１

要满足最优调运方案不变的条件，则所有非基变量的检验数都应为非负．

∴

ｃ２２－３≥０

ｃ２２＋１０≥０

１０－ｃ２２≥０

２４－ｃ２２≥０

１８－ｃ２２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

解得：３≤ｃ２２≤１０
故单位运价 ｃ２２在［３，１０］之间变化时，上述最优调运方案不变．
（２） ① 在对应表 ４ ３５的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３），在

行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４），令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ３９．
表 ４ ３９

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ｕｉ

Ａ１ １ １１ ０
Ａ２ １２ ７ ９ ６
Ａ３ ２ －４
ｖ ｊ ６ １ ３ １１

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价（ ｃ２４未
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知），得到表 ４ ４０．
表 ４ ４０

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ ｕｉ

Ａ１

　

４　 　
１０

　

　 　
１

　

１７　 　
２０

　

　 　
１１ ０

Ａ２

　

　 　
１２

　

　 　
７

　

　 　
９

　

ｃ２４－１７　 　
ｃ２４ ６

Ａ３

　

　 　
２

　

１７　 　
１４

　

１７　 　
１６

　

１１　 　
１８ －４

ｖ ｊ ６ １ ３ １１

要满足有无穷多最优调运方案，则至少有一个非基变量的检验数为 ０．
由表 ４ ４０可得：ｃ２４－１７＝ ０
∴ ｃ２４ ＝ １７

故单位运价 ｃ２４变为 １７时，该问题有无穷多调运方案．（Ａ２，Ｂ４）作为调入格，以此格为出发点，作一闭回
路．见表 ４ ４１．

表 ４ ４１

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ 产量

Ａ１ ５（＋１） １０（－１） １５

Ａ２ ０ １０（－１） １５ （＋１） ２５

Ａ３ ５ ５

销量 ５ １５ １５ １０

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋

（Ａ２，Ｂ４）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者即 θ＝ｍｉｎ｛１０，１０｝ ＝ １０，按照闭回路
上的正负号加上或减去此值，由于此时出现退化情况，故在（Ａ１，Ｂ４）处填入一个 ０，得到调整方案见表 ４
４２．或在（Ａ２，Ｂ２）处填入一个 ０，得到调整方案见表 ４ ４３．

表 ４ ４２

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ 产量

Ａ１ １５ ０ １５
Ａ２ ０ １５ １０ ２５
Ａ３ ５ ５

销量 ５ １５ １５ １０

表 ４ ４３

销地
产地　 　 　

Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ 产量

Ａ１ １５ １５
Ａ２ ０ ０ １５ １０ ２５
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续表 ４ ４３
销地

产地　 　 　
Ｂ１ Ｂ２ Ｂ３ Ｂ４ 产量

Ａ３ ５ ５

销量 ５ １５ １５ １０

　 　 ４􀆰 ５　 某百货公司去外地采购 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 四种规格的服装，数量分别为 Ａ———１ ５００ 套，Ｂ———２ ０００
套，Ｃ———３ ０００套，Ｄ———３ ５００ 套．有三个城市可供应上述规格服务，供应数量为城市Ⅰ———２ ５００ 套，
Ⅱ———２ ５００套，Ⅲ———５ ０００套．由于这些城市的服装质量、运价为销售情况不一，预计售出后的利润
（元 ／套）也不同，详见表 ４ ４４．

表 ４ ４４

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ

Ⅰ １０ ５ ６ ７

Ⅱ ８ ２ ７ ６
Ⅲ ９ ３ ４ ８

请帮助该公司确定一个预期盈利最大的采购方案．
【解】 　 ∵ 利润表中的最大利润为 １０
∴ 令 Ｍ＝ １０，用 Ｍ减去利润表上的数字．
则此时原问题成为一个运输问题，产销平衡表及单位运价表见表 ４ ４５．

表 ４ ４５

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ 产量

Ⅰ ０ ５ ４ ３ ２ ５００

Ⅱ ２ ８ ３ ４ ２ ５００
Ⅲ １ ７ ６ ２ ５ ０００

销量 １ ５００ ２ ０００ ３ ０００ ３ ５００

　 　 对于此问题，用伏格尔法求初始解．
① 在表 ４ ４５中分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表的最右列和最

下行，见表 ４ ４６．
表 ４ ４６

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ 行差额

Ⅰ ０ ５ ４ ３ ３
Ⅱ ２ ８ ３ ４ １
Ⅲ １ ７ ６ ２ １
列差额 １ ２ １ １

　 　 ② 从行差额或列差额中选出最大者，选择它所在的行或列中的最小元素，表 ４ ４６ 中产地Ⅰ所在
的行为最大差额行，其所在的行的最小元素为 ０，由此可确定产地Ⅰ的产品先供应 Ａ 的需要，得表 ４
４７，同时将运价表中的 Ａ列数字划去，得到表 ４ ４８．
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表 ４ ４７

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ 产量

Ⅰ １ ５００ ２ ５００
Ⅱ ２ ５００
Ⅲ ５ ０００
销量 １ ５００ ２ ０００ ３ ０００ ３５ ０００

表 ４ ４８

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ 产量

Ⅰ

􀪋
􀪋０ ５ ４ ３ ２ ５００

Ⅱ

􀪋

２ ８ ３ ４ ２ ５００
Ⅲ

􀪋

１ ７ ６ ２ ５ ０００

销量 １５ ００ ２ ０００ ３ ０００ ３ ５００

　 　 ③ 对表 ４ ４８中未划去的元素分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表
的最右列和最下行，重复地做①②，直到求得初始解为止．用此种方法求出表 ４ ３６ 的初始解，见表 ４
４９．

表 ４ ４９

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ 产量

Ⅰ １ ５００ ５００ ５００ ２ ５００

Ⅱ ２ ５００ ２ ５００
Ⅲ １ ５００ ３ ５００ ５ ０００

销量 １ ５００ ２ ０００ ３ ０００ ３ ５００

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ４９中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３），在行

中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ５０．
表 ４ ５０

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ ｕｉ

Ⅰ ０ ５ ４ ０

Ⅱ ３ －１
Ⅲ ７ ２ ２
ｖ ｊ ０ ５ ４ ０

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ５１．
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表 ４ ５１

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ ｕｉ

Ⅰ

　

　 　
０

　

　 　
５

　

　 　
４

　

３　 　
３ ０

Ⅱ

　

３　 　
２

　

４　 　
８

　

　 　
３

　

５　 　
４ －１

Ⅲ

　

－１　 　
１

　

　 　
７

　

０　 　
６

　

　 　
２ ２

ｖ ｊ ０ ５ ４ ０

表 ４ ５１中还有负检验数，说明还未得到最优解，用闭回路调整法进行改进．
由表 ４ ５１可得：（Ⅲ，Ａ）格的检验数 σ３１ ＝ －１为负的最小，故（Ⅲ，Ａ）为调入格．以此格为出发点，作

一闭回路，见表 ４ ５２．
表 ４ ５２

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ 产量

Ⅰ １ ５００（－１） ５００（＋１） ５００ ２ ５００

Ⅱ ２ ５００ ２ ５００

Ⅲ （＋１） １ ５００（－１） ３ ５００ ３ ５００

销量 １ ５００ ２ ０００ ３ ０００ ３ ５００

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

􀪋
􀪋

（Ⅲ，Ａ）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者，即 θ＝ｍｉｎ｛１ ５００，１ ５００｝ ＝ １ ５００，按
照闭回路上的正负号加上或减去此值．由于此时出现退化情况，故在（Ⅰ，Ａ）处填入一个 ０，得到调整方
案见表 ４ ５３．

表 ４ ５３

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ 产量

Ⅰ ０ ２ ０００ ５００ ２ ５００
Ⅱ ２ ５００ ２ ５００
Ⅲ １ ５００ ３ ５００ ５ ０００
销量 １ ５００ ２ ０００ ３ ０００ ３ ５００

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ５３中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３），在行

中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ５４．
表 ４ ５４

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ ｕｉ

Ⅰ ０ ５ ４ ０
Ⅱ ３ －１
Ⅲ １ ２ １
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ｖ ｊ ０ ５ ４ １
　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ

＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表
４ ５５．

表 ４ ５５

销地
产地　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ ｕｉ

Ⅰ

　

　 　
０

　

　 　
５

　

　 　
４

　

２　 　
３ ０

Ⅱ

　

３　 　
２

　

４　 　
８

　

　 　
３

　

４　 　
４ －１

Ⅲ

　

　 　
１

　

１　 　
７

　

１　 　
６

　

　 　
２ １

ｖ ｊ ０ ５ ４ １

由表 ４ ５４可以看出：所有非基变量的检验数 σｉｊ＞０
∴ 此问题已达到最优解且为唯一最优解．
此时的总运费

ｍａｘ ｚ ＝ ２ ０００×５＋５００×４＋２ ５００×３＋１ ５００×１＋３ ５００×２＝ ２８ ０００（元）
∴ 原问题要求的盈利最大的采购方案见表 ４ ５３．
最大盈利为 ｍａｘ ｚ＝ １０×（２ ５００＋２ ５００＋５ ０００）－２８ ０００＝ ７２ ０００（元）
４􀆰 ６　 甲、乙、丙三个城市每年分别需要煤炭 ３２０、２５０、３５０ 万吨，由 Ａ、Ｂ 两处煤矿负责供应．已知煤

炭年供应量为 Ａ———４００万吨，Ｂ———４５０万吨．由煤矿至各城市的单位运价（万元 ／万吨）见表 ４ ５６．
表 ４ ５６

甲 乙 丙

Ａ １５ １８ ２２
Ｂ ２１ ２５ １６

由于需大于供，经研究平衡决定，甲城市供应量可减少 ０～３０万吨，乙城市需要量应全部满足，丙城市供
应量不少于 ２７０万吨．试求将供应量分配完又使总运费为最低的调运方案．

【解】 　 最大需求量为：３２０＋２５０＋３５０＝ ９２０（万吨）
而供应量为：４００＋４５０＝ ８５０（万吨）
设想有一个供应点 Ｃ，其供应量为 ９２０－８５０＝ ７０（万吨）
将甲、丙的需求量分为两部分：一部分为最低需求量，另一部分为可变部分．这样得到产销平衡表及单位
运价表见表 ４ ５７．

表 ４ ５７

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ 供应

Ａ １５ １５ １８ ２２ ２２ ４００
Ｂ ２１ ２１ ２５ １６ １６ ４５０
Ｃ Ｍ ０ Ｍ Ｍ ０ ７０

需求 ２９０ ３０ ２５０ ２７０ ８０

其中 Ｍ是一个任意大的正数．对于此产销平衡问题，用伏格尔法求初始解．
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① 在表 ４ ５７中分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表的最右列和最
下列，见表 ４ ５８．

表 ４ ５８

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ 行差额

Ａ １５ １５ １８ ２２ ２２ ０

Ｂ ２１ ２１ ２５ １６ １６ ０
Ｃ Ｍ ０ Ｍ Ｍ ０ ０

列差额 ６ １５ ７ ６ １６

　 　 ② 从行差额或列差额中选出最大者，选择它所在的行或列中的最小元素，在表 ４ ５８ 中丙′列为最
大差额列，其所在的列的最小元素为 ０．由此可确定 Ｃ先供应丙′的需求，得到表 ４ ５９，同时将运价表中
的 Ｃ行数字划去，得到表 ４ ６０．

表 ４ ５９

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ 供应

Ａ

Ｂ
Ｃ ７０

需求

表 ４ ６０

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ 供应

Ａ １５ １５ １８ ２２ ２２ ４００

Ｂ ２１ ２１ ２５ １６ １６ ４５０
Ｃ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋Ｍ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋０ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋Ｍ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋Ｍ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋０ ７０

需求 ２９０ ３０ ２５０ ２７０ ８０

　 　 ③ 对表 ４ ６０中未划去的元素分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表的
最右列和最下行，重复地做①②，直到求得初始解为止，用此种方法求出表 ４ ５７的初始解，见表 ４ ６１．

表 ４ ６１

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ 供应

Ａ １５０ ２５０ ４００

Ｂ １４０ ３０ ２７０ １０ ４５０
Ｃ ７０ ７０

需求 ２９０ ３０ ２５０ ２７０ ８０

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ６１中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３），在行
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中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４，５），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ６２．



　 ７６　　　 运筹学全程学习指导与习题精解

表 ４ ６２

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ ｕｉ

Ａ １５ １８ ０
Ｂ ２１ ２１ １６ １６ ６
Ｃ ０ －１０
ｖ ｊ １５ １５ １８ １０ １０

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ６３．
表 ４ ６３

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ ｕｉ

Ａ

　

　 　
１５

　

０　 　
１５

　

　 　
１８

　

１２　 　
２２

　

１２　 　
２２ ０

Ｂ

　

　 　
２１

　

　 　
２１

　

１　 　
２５

　

　 　
１６

　

　 　
１６ ６

Ｃ

　

Ｍ－５　 　
Ｍ

　

－５　 　
０

　

Ｍ－８　 　
Ｍ

　

Ｍ　 　
Ｍ

　

　 　
０ －１０

ｖ ｊ １５ １５ １８ １０ １０

表 ４ ６３中还有负检验数，说明还未得到最优解，用闭回路调整法进行改进．
由表 ４ ６３可得：（Ｃ，甲′）格的检验数 σ３２ ＝ －５ 为负的最小，故（Ｃ，甲′）为调入格。 以此格为出发

点，作一闭回路，见表 ４ ６４．
表 ４ ６４

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ 供应

Ａ １５０ ２５０ ４００

Ｂ １４０ ３０（－１） ２７０ １０（＋１） ４５０

Ｃ （＋１） ７０（－１） ７０

需求 ２９０ ３０ ２５０ ２７０ ８０

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

（Ｃ，甲′）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者，即 θ＝ｍｉｎ｛３０，７０｝ ＝ ３０，按照闭回路
上的正负号加上或减去此值，得到调整方案见表 ４ ６５．

表 ４ ６５

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ 供应

Ａ １５０ ２５０ ４００
Ｂ １４０ ２７０ ４０ ４５０
Ｃ ３０ ４０ ７０

需求 ２９０ ３０ ２５０ ２７０ ８０
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　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ６５中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３），在行

中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４，５），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ６６．
表 ４ ６６

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ ｕｉ

Ａ １５ １８ ０
Ｂ ２１ １６ １６ ６
Ｃ ０ ０ －１０
ｖ ｊ １５ １０ １８ １０ １０

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ６７．
表 ４ ６７

需求地
供应地　 　 　 甲 甲′ 乙 丙 丙′ ｕｉ

Ａ

　

　 　
１５

　

５　 　
１５

　

　 　
１８

　

１２　 　
２２

　

１２　 　
２２ ０

Ｂ

　

　 　
２１

　

５　 　
２１

　

１　 　
２５

　

　 　
１６

　

　 　
１６ ６

Ｃ

　

Ｍ－５　 　
Ｍ

　

　 　
０

　

Ｍ－８　 　
Ｍ

　

Ｍ　 　
Ｍ

　

　 　
０ －１０

ｖ ｊ １５ １０ １８ １０ １０

由表 ４ ６７可以看出：所有的非基变量检验数 σｉｊ＞０
∴ 此问题已达到最优解且为唯一最优解．
此时的总运费

ｍｉｎ ｚ ＝ １５０×１５０＋１８×２５０＋２１×１４０＋１６×２７０＋１６×４０＝ １４ ６５０万元
４􀆰 ７　 某造船厂根据合同要从当年起连续三年末各提供三条规格型号相同的大型客货轮．已知该厂

这三年内生产大型客货轮的能力及每艘客货轮成本如表 ４ ６８所示．
表 ４ ６８

年　 度 正常生产时间内
可完成的客货轮数

加班生产时间内
可完成的客货轮数

正常生产时
每艘成本（万元）

１ ２ ３ ５００

２ ４ ２ ６００

３ １ ３ ５５０

已知加班生产时，每艘客货轮成本比正常生产时高出 ７０万元．又知造出来的客货轮如当年不交货，每艘
每积压一年造成积压损失为 ４０万元．在签订合同时，该厂已积压了两艘未交货的客货轮，而该厂希望在
第三年末完成合同后还能储存一艘备用．问该厂应如何安排每年客货轮的生产量，使在满足上述各项要
求的情况下，总的生产费用为最少？

【解】 　 设 Ａ１，Ａ２，Ａ３分别为三年的需求订货，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３为三年的正常生产能力，Ｂ′１，Ｂ′２，Ｂ′３ 为三年
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的加班生产能力，Ｓ为因事先积压而产生的供货能力，由于第三年还要储存一套，所以第三年的需求
量为 ４套，由题目所给的数据得到表 ４ ６９（单元：万元） ．

表 ４ ６９

销地
产地　 　 　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ 供应量

Ｂ１ ５００ ５４０ ５８０ ２
Ｂ′１ ５７０ ６１０ ６５０ ３
Ｂ２ Ｍ ６００ ６４０ ４
Ｂ′２ Ｍ ６７０ ７１０ ２
Ｂ３ Ｍ Ｍ ５５０ １
Ｂ′３ Ｍ Ｍ ６２０ ３
Ｓ ４０ ８０ １２０ ２
需求量 ３ ３ ４

该问题为一个产销不平衡问题且产大于销，设有一个假想销地 Ａ４，其运价为 ０，其销量为
（２＋３＋４＋２＋１＋３＋２）－（３＋３＋４）＝ ７

这样便得到产销平衡表和单位运价表，见表 ４ ７０．（其中 Ｍ为一个任意大的正数）
表 ４ ７０

销地
产地　 　 　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ ５００ ５４０ ５８０ ０ ２
Ｂ′１ ５７０ ６１０ ６５０ ０ ３
Ｂ２ Ｍ ６００ ６４０ ０ ４
Ｂ′２ Ｍ ６７０ ７１０ ０ ２
Ｂ３ Ｍ Ｍ ５５０ ０ １
Ｂ′３ Ｍ Ｍ ６２０ ０ ３
Ｓ ４０ ８０ １２０ ０ ２
需求量 ３ ３ ４ ７

对于此问题，用伏格尔法求初始解．
① 在表 ４ ７０中分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表的最右列和最

下列，见表 ４ ７１．
表 ４ ７１

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 行差额

Ｂ１ ５００ ５４０ ５８０ ０ ５００
Ｂ′１ ５７０ ６１０ ６５０ ０ ５７０
Ｂ２ Ｍ ６００ ６４０ ０ ６００
Ｂ′２ Ｍ ６７０ ７１０ ０ ６７０
Ｂ３ Ｍ Ｍ ５５０ ０ ５５０
Ｂ′３ Ｍ Ｍ ６２０ ０ ６２０
Ｓ ４０ ８０ １２０ ０ ４０
列差额 ４６０ ４６０ ４６０ ０
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　 　 ② 从行差额或列差额中选出最大者，选择它所在的行或列中的最小元素，表 ４ ７１中产地 Ｂ′２ 所在
的行为最大差额行，其所在的行的最小元素为 ０．由此可确定产地 Ｂ′２ 的产品应先供应 Ａ４的需要，得到表
４ ７２，同时将运价表中的 Ｂ′２ 行的数字划去，得到表 ４ ７３．

表 ４ ７２

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ ２
Ｂ′１ ３
Ｂ２ ４
Ｂ′２ ２ ２
Ｂ３ １
Ｂ′３ ３
Ｓ ２

需求量 ３ ３ ４ ７

表 ４ ７３

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ ５００ ５４０ ５８０ ０ ２
Ｂ′１ ５７０ ６１０ ６５０ ０ ３
Ｂ２ Ｍ ６００ ６４０ ０ ４
Ｂ′２ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋Ｍ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋６７０ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋７１０ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋０ 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋２

Ｂ３ Ｍ Ｍ ５５０ ０ １

Ｂ′３ Ｍ Ｍ ６２０ ０ ３
Ｓ ４０ ８０ １２０ ０ ２

需求量 ３ ３ ４ ７

　 　 ③ 对表 ４ ７３中未划去的元素分别计算出各行和各列的次最小运费和最小运费的差额，填入该表的
最右列和最下行，重复地做①②，直到求得初始解为止．用此种方法求出表 ４ ７０的初始解，见表 ４ ７４．

表 ４ ７４

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ １ １ ２
Ｂ′１ ２ １ ３
Ｂ２ ２ ２ ４
Ｂ′２ ２ ２
Ｂ３ １ １
Ｂ′３ ３ ３
Ｓ ２ ２

需求量 ３ ３ ４ ７

　 　 下面用位势法进行检验．



　 ８０　　　 运筹学全程学习指导与习题精解

① 在对应表 ４ ７４的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５，６，
７），在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４），先令 ｕ１

＝ ０，由 ｕｉ
＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ７５．
表 ４ ７５

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ ｕｉ

Ｂ１ ５００ ５４０ ０
Ｂ′１ ６１０ ６５０ ７０
Ｂ２ ６４０ ０ ６０
Ｂ′２ ０ ６０
Ｂ３ ５５０ －３０
Ｂ′３ ０ ６０
Ｓ ４０ －４６０
ｖ ｊ ５００ ５４０ ５８０ －６０

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ７６．
表 ４ ７６

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ ｖｉ

Ｂ１

　

　 　
５００

　

　 　
５４０

　

０　 　
５８０

　

６０　 　
０ ０

Ｂ′１

　

０　 　
５７０

　

　 　
６１０

　

　 　
６５０

　

－１０　 　
０ ７０

Ｂ２

　

Ｍ－５６０　 　
Ｍ

　

０　 　
６００

　

　 　
６１０

　

　 　
０ ６０

Ｂ′２

　

Ｍ－５６０　 　
Ｍ

　

７０　 　
６７０

　

７０　 　
７１０

　

　 　
０ ６０

Ｂ３

　

Ｍ－４７０　 　
Ｍ

　

Ｍ－５１０　 　
Ｍ

　

　 　
５５０

　

９０　 　
０ －３０

Ｂ′３

　

Ｍ－５６０　 　
Ｍ

　

Ｍ－６００　 　
Ｍ

　

－２０　 　
６２０

　

　 　
０ ６０

Ｓ

　

　 　
４０

　

０　 　
８０

　

０　 　
１２０

　

５２０　 　
０ －４６０

ｖ ｊ ５００ ５４０ ５８０ －６０

表 ４ ７６中还有负检验数，说明还未得到最优解，用闭回路调整法进行改进．
由表 ４ ７６可得：（Ｂ′３，Ａ３）格的检验数 σ６３ ＝ －２０ 为负的最小，故（Ｂ′３，Ａ３）为调入格．以此格为出发

点，作一闭回路，见表 ４ ７７．
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表 ４ ７７

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ １ １ ２

Ｂ′１ ２ １ ３

Ｂ２ ２（－１） ２（＋１） ４

Ｂ′２ ２ ２

Ｂ３ １　 　 １

Ｂ′３ （＋１） ３（－１） ３

Ｓ ２ ２

需求量 ３ ３ ４ ７

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

（Ｂ′３，Ａ３）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者．
即 θ＝ｍｉｎ｛２，３｝ ＝ ２

按照闭回路上的正负号加上或减去此值，得到调整方案见表 ４ ７８．
表 ４ ７８

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ １ １ ２
Ｂ′１ ２ １ ３
Ｂ２ ４ ４
Ｂ′２ ２ ２
Ｂ３ １ １
Ｂ′３ ２ １ ３
Ｓ ２ ２
需求量 ３ ３ ４ ７

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ７８的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５，６，

７），在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４），先令 ｕｉ
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ７９．
表 ４ ７９

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ ｕｉ

Ｂ１ ５００ ５４０ ０
Ｂ′１ ６１０ ６５０ ７０
Ｂ２ ０ ４０
Ｂ′２ ０ ４０
Ｂ３ ５５０ －３０
Ｂ′３ ６２０ ０ ４０
Ｓ ４０ －４６０
ｖ ｊ ５００ ５４０ ５８０ －４０
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　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ８０．
表 ４ ８０

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ ｕｉ

Ｂ１

　

　 　
５００

　

　 　
５４０

　

０　 　
５８０

　

４０　 　
０ ０

Ｂ′１

　

０　 　
５７０

　

　 　
６１０

　

　 　
６５０

　

－３０　 　
０ ７０

Ｂ２

　

Ｍ－５４０　 　
Ｍ

　

２０　 　
６００

　

２０　 　
６４０

　

　 　
０ ４０

Ｂ′２

　

Ｍ－５４０　 　
Ｍ

　

９０　 　
６７０

　

９０　 　
７１０

　

　 　
０ ４０

Ｂ３

　

Ｍ－４７０　 　
Ｍ

　

Ｍ－５１０　 　
Ｍ

　

　 　
５５０

　

７０　 　
０ －３０

Ｂ′３

　

Ｍ－５４０　 　
Ｍ

　

Ｍ－５８０　 　
Ｍ

　

　 　
６２０

　

　 　
０ ４０

Ｓ

　

　 　
４０

　

０　 　
８０

　

０　 　
１２０

　

５００　 　
０ －４６０

ｖ ｊ ５００ ５４０ ５８０ －４０

在表 ４ ８０中还有负检验数，说明还未得到最优解．用闭回路调整法进行改进．
由表 ４ ８０可得：（Ｂ′１，Ａ４）格的检验数 σ２４ ＝ －３０ 为负的最小，故（Ｂ′１，Ａ４）为调入格．以此格为出发

点，作一闭回路，见表 ４ ８１．
表 ４ ８１

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ １ １ ２

Ｂ′１ ２ １（－１） （＋１） ３

Ｂ２ ４ ４

Ｂ′２ ２ ２

Ｂ３ １　 　 　 １

Ｂ′３ ２（＋１） １（－１） ３

Ｓ ２ １

需求量 ３ ３ ４ ７

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋
􀪋

􀪋

（Ｂ′１，Ａ４）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者
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即 θ＝ｍｉｎ｛１，１｝ ＝ １
按照闭回路上的正负号加上或减去此值，由于此时出现退化情况，故在（Ｂ′３，Ａ４）处填入一个 ０，得到调整
方案见表 ４ ８２．

表 ４ ８２

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ １ １ ２
Ｂ′１ ２ １ ３
Ｂ２ ４ ４
Ｂ′２ ２ ２
Ｂ３ １ １
Ｂ′３ ３ ０ ３
Ｓ ２ ２

需求量 ３ ３ ４ ７

　 　 下面用位势法进行检验．
① 在对应表 ４ ８２中的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ＝ １，２，３，４，５，６，

７），在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ８３．
表 ４ ８３

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ ｕｉ

Ｂ１ ５００ ５４０ ０
Ｂ′１ ６１０ ０ ７０
Ｂ２ ０ ７０
Ｂ′２ ０ ７０
Ｂ３ ５００ ０
Ｂ′３ ６２０ ０ ７０
Ｓ ４０ －４６０
ｖ ｊ ５００ ５４０ ５５０ －７０

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ８４．
表 ４ ８４

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ ｕｉ

Ｂ１

　

　 　
５００

　

　 　
５４０

　

３０　 　
５８０

　

７０　 　
０ ０

Ｂ′１

　

０　 　
５７０

　

　 　
６１０

　

３０　 　
６５０

　

　 　
０ ７０

Ｂ２

　

Ｍ－５７０　 　
Ｍ

　

－１０　 　
６００

　

２０　 　
６４０

　

　 　
０ ７０
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续表 ４ ８４
销地

产地　 　 　
Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ ｕｉ

Ｂ′２

　

Ｍ－５７０　 　
Ｍ

　

６０　 　
６７０

　

９０　 　
７１０

　

　 　
０ ７０

Ｂ３

　

Ｍ－５００　 　
Ｍ

　

Ｍ－５４０　 　
Ｍ

　

　 　
５５０

　

７０　 　
０ ０

Ｂ′３

　

Ｍ－５７０　 　
Ｍ

　

Ｍ－６１０　 　
Ｍ

　

　 　
６２０

　

　 　
０ ７０

Ｓ

　

　 　
４０

　

０　 　
８０

　

３０　 　
１２０

　

５３０　 　
０ －４６０

ｖ ｊ ５００ ５４０ ５５０ －７０

表 ４ ８４中还有负检验数，说明还未得到最优解，用闭回路调整法进行改进．
由表 ４ ８４可得：（Ｂ２，Ａ２）格的检验数 σ３２ ＝ －１０ 为负的最小，故（Ｂ２，Ａ２）为调入格．以此格为出发

点，作一闭回路，见表 ４ ８５．
表 ４ ８５

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ １ １ ２
Ｂ′１ ２（－１） １（＋１） ３
Ｂ２ （＋１） ４（－１） ４
Ｂ′２ ２ ２
Ｂ３ １ １
Ｂ′３ ３ ０ ３
Ｓ ２ ２

需求量 ３ ３ ４ ７

􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋 􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋􀪋

（Ｂ２，Ａ２）格调入量 θ是选择闭回路上具有（－１）的数字格中的最小者
即 θ＝ｍｉｎ｛２，４｝ ＝ ２

按照闭回路上的正负号加上或减去此值，得到调整方案见表 ４ ８６．
表 ４ ８６

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ １ １ ２
Ｂ′１ ３ ３
Ｂ２ ２ ２ ４
Ｂ′２ ２ ２
Ｂ３ １ １
Ｂ′３ ３ ０ ３
Ｓ ２ ２

需求量 ３ ３ ４ ７
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　 　 下面用位势法进行检验：
① 在对应表 ４ ８６的数字格处填入单位运价，并增加一行一列，在列中填入 ｕｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４，５，６，

７），在行中填入 ｖ ｊ（ ｊ＝ １，２，３，４），先令 ｕ１
＝ ０，由 ｕｉ

＋ｖ ｊ ＝ ｃｉｊ（ ｉ，ｊ∈Ｂ）来确定 ｕｉ 和 ｖ ｊ，得到表 ４ ８７．
表 ４ ８７

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ 供应量

Ｂ１ ５００ ５４０ ０
Ｂ′１ ０ ６０
Ｂ２ ６００ ０ ６０
Ｂ′２ ０ ６０
Ｂ３ ５５０ －１０
Ｂ′３ ６２０ ０ ６０
Ｓ ４０ －４６０
需求量 ５００ ５４０ ５６０ －６０

　 　 ② 由 σｉｊ ＝ ｃｉｊ－（ｕｉ
＋ｖ ｊ）（ ｉ，ｊ∈Ｎ）计算所有空格的检验数，并在每个格的右上角填入单位运价，得到表

４ ８８．
表 ４ ８８

销地
产地　 　 　

Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ ｕｉ

Ｂ１

　

　 　
５００

　

　 　
５００

　

２０　 　
５８０

　

６０　 　
０ ０

Ｂ′１

　

１０　 　
５７０

　

１０　 　
６１０

　

３０　 　
６５０

　

　 　
０ ６０

Ｂ２

　

Ｍ－５６０　 　
Ｍ

　

　 　
６００

　

２０　 　
６４０

　

　 　
０ ６０

Ｂ′２

　

Ｍ－５６０　 　
Ｍ

　

７０　 　
６７０

　

９０　 　
７１０

　

　 　
０ ６０

Ｂ３

　

Ｍ－４９０　 　
Ｍ

　

Ｍ－５３０　 　
Ｍ

　

　 　
５５０

　

７０　 　
０ －１０

Ｂ′３

　

Ｍ－５６０　 　
Ｍ

　

Ｍ－６００　 　
Ｍ

　

　 　
６２０

　

　 　
０ ６０

Ｓ

　

　 　
４０

　

０　 　
８０

　

２０　 　
１２０

　

５２０　 　
０ －４６０

ｖ ｊ ５００ ５４０ ５６０ －６０

由表 ４ ８８可以看出：
所有非基变量的检验数 σｉｊ≥０

故此问题已达到最优解．
又∵ 非基变量的检验数 σ７２ ＝ ０

∴ 此问题有无穷多最优解．
此时的总运费

ｍｉｎ ｚ ＝ ５００×１＋５４０×１＋６００×２＋５５０×１＋６２０×３＋４０×２＝ ４ ７３０万元
该厂的生产量安排方案见表 ４ ８６．
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第 ５章　 线性目标规划

１􀆰 目标规划的定义．
２􀆰 目标规划的转换建模技巧．
３􀆰 目标规划的图解法求解模型．
４􀆰 目标规划的单纯形法的求解模型．
５􀆰 对应用问题进行分析和建模．

１􀆰 目标规划有着极大的灵活性，表现在它可以模拟系统的约束和目标优先等级变化的种种模型，
为管理决策提供众多的信息．解决目标规划问题，首先要根据目标的重要性，分清主次先后、轻重缓急，
引入偏差变量，将目标按等级转化为目标约束，最终形成可用线性规划方法解决的问题．目标规划可用
于以下三种类型的决策分析：

（１） 为了达到一组预定目标，它能决定系统投入需要量．
（２） 对于已给定的有限资源，它能决定计划目标所能达到的程度．
（３） 在变化的系统输入和目标体系下，它能提供最满意解．值得注意的是，目标规划也有其局限性，

即在已知约束条件下和给定了优先等级顺序的条件下才能给出系统的满意解．此外对于原目标函数必
须附加目标值限制才能组成系统的目标约束，这常常是模型构造过程中人为的控制．

２􀆰 图解法
图解法，简单直观，在平面上作图适于求解只有两个决策变量的问题．目标规划与线性规划不同，它

一般是寻求一个区域，这个区域提供了相互矛盾的目标集的折衷方案．
图解法的基本步骤：
（１） 令各偏差变量为 ０，作出所有的约束直线．
（２） 作图表示偏差变量增加对约束直线的影响．
（３） 确定满足第一优先级目标集的最优解空间（不考虑其他优先级） ．
（４） 转到第 ｋ＋１优先级，求出其相应的最优解空间．
（５） 令 ｋ＝ ｋ＋１，反复执行步骤（４）直到所有优先集均求解完毕．
３􀆰 解目标规划问题的单纯形法的步骤：
（１） 建立初始单纯形表，在表中将检验数行按优先因子个数分别排成 ｋ行，置 ｋ＝ １．
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（２） 检验该行中是否存在负数且对应的前 ｋ－１行的系数为 ０，若有取其中最小者对应的变量，转步
（３）；若无，则转步（５） ．

（３） 按最小比值法则确定换出变量，当存在两个和两个以上相同的最小比值的时候，选取具有较高
优先级别的变量为换出变量．

（４） 按单纯形法进行基变换运算，建立新的计算表，返回步（２） ．
（５） 当 ｋ＝Ｋ时，计算停止，表中的解即为满意解，否则置 ｋ＝ ｋ＋１返回步（２） ．

５􀆰 １　 若用以下表达式作为目标规划的目标函数，试述其逻辑是否正确？
（１） ｍａｘ ｚ＝ｄ－＋ｄ＋；　 　 　 　 　 　 （２） ｍａｘ ｚ＝ｄ－＋ｄ＋；
（３） ｍｉｎ ｚ＝ｄ－＋ｄ＋； （４） ｍｉｎ ｚ＝ｄ－－ｄ＋ ．
【解】 　 （１） 不正确．
要求 ｍａｘ ｚ＝ｄ－＋ｄ＋，而 ｄ－×ｄ＋ ＝ ０

即求 ｄ－或 ｄ＋最大，而 ｄ－表示决策值未达到目标值的部分，
ｄ＋表示决策值超过目标值的部分．
故求 ｍａｘ ｚ＝ｄ－＋ｄ＋无实际意义．
（２） 正确．
要求 ｍａｘ ｚ＝ｄ－－ｄ＋，而　 ｄ－×ｄ＋ ＝ ０，则　 ｄ＋ ＝ ０，　 ｄ－＞０

即表示未达到目标值越大越好．
（３） 正确．
要求 ｍｉｎ ｚ＝ｄ－＋ｄ＋，即正、负偏差变量都要尽可能地小．
而 ｄ－×ｄ＋ ＝ ０，则　 ｄ＋ ＝ｄ－ ＝ ０

即恰好达到目标值．
（４） 正确．
要求 ｍｉｎ ｚ＝ｄ－－ｄ＋，而 ｄ－×ｄ＋ ＝ ０，则 ｄ－ ＝ ０，　 ｄ＋＞０

即表示超过目标值越大越好．
５􀆰 ２　 分别用图解法和单纯形法找出以下目标规划问题的满意解．
（１） ｍｉｎ ｚ＝Ｐ１（ｄ

－
１ ＋ｄ

＋
１）＋Ｐ２（２ｄ

＋
２ ＋ｄ

＋
３）

ｘ１
－１０ｘ２

＋ｄ －
１ －ｄ

＋
１ ＝ ５０

３ｘ１
＋５ｘ２

＋ｄ －
２ －ｄ

＋
２ ＝ ２０

８ｘ１
＋６ｘ２

＋ｄ －
３ －ｄ

＋
３ ＝ １００

ｘ１，ｘ２，ｄ
－
ｉ ，ｄ

＋
ｉ ≥０，ｉ＝ １，２，３．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２） ｍｉｎ ｚ＝Ｐ１（ｄ
＋
３ ＋ｄ

＋
４）＋Ｐ２ｄ

＋
１ ＋Ｐ３ｄ

－
２ ＋Ｐ４（ｄ

－
３ ＋１􀆰 ５ｄ

－
４）

ｘ１
＋ｘ２

＋ｄ －
１ －ｄ

＋
１ ＝ ４０

ｘ１
＋ｘ２

＋ｄ －
２ －ｄ

＋
２ ＝ １００

ｘ１
＋ｄ －

３ －ｄ
＋
３ ＝ ３０

ｘ２
＋ｄ －

４ －ｄ
＋
４ ＝ １５

ｘ１，ｘ２，ｄ
－
ｉ ，ｄ

＋
ｉ ≥０，ｉ＝ １，２，３，４．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（３） ｍｉｎ ｚ＝Ｐ１ｄ
＋
２ ＋Ｐ１ｄ

－
２ ＋Ｐ２ｄ

－
１
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ｘ１
＋２ｘ２

＋ｄ －
１ －ｄ

＋
１ ＝ １０

１０ｘ１
＋１２ｘ２

＋ｄ －
２ －ｄ

＋
２ ＝ ６２􀆰 ４

２ｘ１
＋ｘ２≤８

ｘ１，ｘ２，ｄ
－
ｉ ，ｄ

＋
ｉ ≥０，ｉ＝ １，２．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４） ｍｉｎ ｚ＝Ｐ１ｄ
－
１ ＋Ｐ２ｄ

＋
２ ＋Ｐ３（５ｄ

－
３ ＋３ｄ

－
４）＋Ｐ４ｄ

＋
１

ｘ１
＋ｘ２

＋ｄ －
１ －ｄ

＋
１ ＝ ８０

ｘ１
＋ｘ２

＋ｄ －
２ －ｄ

＋
２ ＝ ９０

ｘ１
＋ｄ －

３ －ｄ
＋
３ ＝ ７０

ｘ２
＋ｄ －

４ －ｄ
＋
４ ＝ ４５

ｘ１，ｘ２，ｄ
－
ｉ ，ｄ

＋
ｉ ≥０，ｉ＝ １，２，３，４．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

【解】 　 （１） 由约束条件作图 ５ １．
首先考虑 Ｐ１优先因子的目标的实现，在目标函数中要求实现 ｍｉｎ（ｄ －

１ ＋ｄ
＋
１）

从图中可以看出：
当 ｘ１，ｘ２在射线 ｘ１

－１０ｘ２
＝ ５０且 ｘ２≥０上取值，可以满足 ｄ －

１ ＝ ０　 和　 ｄ ＋
１ ＝ ０

再考虑 Ｐ２优先因子的目标的实现，在目标函数中要求实现
ｍｉｎ（２ｄ ＋

２ ＋ｄ
＋
３）

因 ｄ ＋
２的权系数大于 ｄ ＋

３的权系数，由图可知，Ｄ点为满意解，Ｄ点坐标为（５０，０） ．

图 ５ １
　 　 　 　

图 ５ ２

（２） 由约束条件作图 ５ ２．
首先考虑 Ｐ１优先因子的目标的实现，在目标函数中要求实现 ｍｉｎ（ｄ ＋

３ ＋ｄ
＋
４）

从图中可以看出：可以满足 ｄ ＋
３ ＝ ０和 ｄ ＋

４ ＝ ０．
此时 ｘ１，ｘ２在区域 ＯＡＧＦＯ内取值．
再考虑 Ｐ２优先因子的目标的实现，在目标函数中要求实现 ｍｉｎ ｄ ＋

１

从图中可以看出：可以满足 ｄ ＋
１ ＝ ０．

此时 ｘ１，ｘ２在区域 ＯＡＨＩＦＯ内取值．
再考虑 Ｐ３优先因子的目标的实现，在目标函数中要求实现 ｍｉｎ ｄ －

２

从图中可以看出：当 ｘ１，ｘ２在线段 ＨＩ上取值时，可以使 ｄ －
２取最小．

最后考虑 Ｐ４优先因子的目标的实现．因 ｄ －
４的权系数大于 ｄ －

３的权系数，故先考虑 ｄ －
４取

从图中可以看出：可以满足 ｄ －
４ ＝ ０．
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此时得到 Ｈ为满意解．Ｈ点坐标为（２５，１５） ．
（３） 将上述目标规划问题化为如下形式：
ｍｉｎ ｚ＝Ｐ１ｄ

＋
２ ＋Ｐ１ｄ

－
２ ＋Ｐ２ｄ

－
１

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋２ｘ２

＋ｄ －
１ －ｄ

＋
１ ＝ ０

１０ｘ１
＋１２ｘ２

＋ｄ －
２ －ｄ

＋
２ ＝ ６２􀆰 ４

２ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＝ ８

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｄ
－
ｉ ，ｄ

＋
ｉ ≥０，ｉ＝ １，２，３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

其中 ｘ３为松驰变量．
对于此问题用单纯形法进行计算，见表 ５ １．

表 ５ １

ｃ ｊ ０ ０ ０ Ｐ２ ０ Ｐ１ Ｐ１

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｄ －
１ ｄ ＋

１ ｄ －
２ ｄ ＋

２

θ

Ｐ２ ｄ －
１ １０ １ ［２］ ０ １ －１ ０ ０ ５

Ｐ１ ｄ －
２ ６２􀆰 ４ １０ １２ ０ ０ ０ １ －１ ５􀆰 ２

０ ｘ３ ８ ２ １ １ ０ ０ ０ ０ ８
Ｐ１ －１０ －１２ ０ ０ ０ ０ ２
Ｐ２ －１ －２ ０ ０ １ ０ ０

０ ｘ２ ５ １
２

１ ０ １
２

－ １
２

０ ０ —

Ｐ２ ｄ －
２ ２􀆰 ４ ４ ０ ０ －６ ［６］ １ －１ ０􀆰 ４

０ ｘ３ ３ ３
２

０ １ － １
２

１
２

０ ０ ６

Ｐ１ －４ ０ ０ ６ －６ ０ ２
Ｐ２ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

０ ｘ２ ５􀆰 ２
５
６ １ ０ ０ ０

１
１２

－ １
１２ ６􀆰 ２４

０ ｄ ＋
１ ０􀆰 ４ ２

３[ ] ０ ０ －１ １ １
６

－ １
６

０􀆰 ６

０ ｘ３ ２􀆰 ８
７
６ ０ １ ０ ０ － １

１２
１
１２ ２􀆰 ４

Ｐ１ ０ ０ ０ ０ ０ １ １
Ｐ２ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

由表 ５ １可得：ｘ１
＝ ０，　 ｘ２

＝ ５􀆰 ２为原问题的满意解．
而非基变量 ｘ１的检验数为 ０，故原问题存在多重解．
在表 ５ １的基础上以 ｘ１为换入变量，ｄ

＋
１为换出变量再迭代一步，得表 ５ ２．
表 ５ ２

ｃ ｊ ０ ０ ０ Ｐ２ ０ Ｐ１ Ｐ１

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｄ －
１ ｄ ＋

１ ｄ －
２ ｄ ＋

２

θ

０ ｘ２ ４􀆰 ７ ０ １ ０ ５
４

－ ５
４

－ １
８

１
８



　 ９０　　　 运筹学全程学习指导与习题精解

０ ｘ１ ０􀆰 ６ １ ０ ０ － ３
２

３
２

１
４

－ １
４

０ ｘ３ ２􀆰 １ ０ ０ １ ７
４

－ ７
４

－ ３
８

３
８

Ｐ１ ０ ０ ０ ０ ０ １ １
Ｐ２ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

由表 ５ ２可得：ｘ１
＝ ０􀆰 ６，　 ｘ２

＝ ４􀆰 ７也为满意解．
由线性规划的性质可得：（０􀆰 ６，４􀆰 ７）和（０，５􀆰 ２）这两点之间的线段上的所有点均为原问题的满意解．
（４） 对于此目标规划问题用单纯形法进行计算，见表 ５ ３．

表 ５ ３
ｃ ｊ ０ ０ Ｐ１ Ｐ４ ０ Ｐ２ ５Ｐ３ ０ ３Ｐ３ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｄ －
１ ｄ ＋

１ ｄ －
２ ｄ ＋

２ ｄ －
３ ｄ＋

３ ｄ －
４ ｄ ＋

４

θ

Ｐ１ ｄ －
１ ８０ １ １ １ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ８０

０ ｄ －
２ ９０ １ １ ０ ０ １ －１ ０ ０ ０ ０ ９０

５Ｐ３ ｄ －
３ ７０ ［１］ ０ ０ ０ ０ ０ １ －１ ０ ０ ７０

３Ｐ３ ｄ －
４ ４５ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ －１ —

Ｐ１ －１ －１ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
Ｐ３ －５ －３ ０ ０ ０ ０ ０ ５ ０ ３
Ｐ４ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｐ１ ｄ －
１ １０ ０ ［１］ １ －１ ０ ０ －１ １ ０ ０ １０

０ ｄ －
２ ２０ ０ １ ０ ０ １ －１ －１ １ ０ ０ ２０

０ ｘ１ ７０ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ －１ ０ ０

３Ｐ３ ｄ －
４ ４５ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ －１ ４５

Ｐ１ ０ －１ ０ １ ０ ０ １ －１ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０

Ｐ３ ０ －３ ０ ０ ０ ０ ５ ０ ０ ３

Ｐ４ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ｘ２ １０ ０ １ １ －１ ０ ０ －１ １ ０ ０ —

０ ｄ －
２ １０ ０ ０ －１ ［１］ １ －１ ０ ０ ０ ０ １０

０ ｘ１ ７０ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ －１ ０ ０ —

３Ｐ３ ｄ －
４ ３５ ０ ０ －１ １ ０ ０ １ －１ １ －１ ３５

Ｐ１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
Ｐ３ ０ ０ ３ －３ ０ ０ ２ ３ ０ ３
Ｐ４ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
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０ ｘ２ ２０ ０ １ ０ ０ １ －１ －１ １ ０ ０ ０

Ｐ４ ｄ ＋
１ １０ ０ ０ －１ １ １ －１ ０ ０ ０ ０

０ ｘ１ ７０ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ －１ ０ ０

３Ｐ３ ｄ －
４ ２５ ０ ０ ０ ０ －１ １ １ －１ １ －１

Ｐ１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｐ２ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
Ｐ３ ０ ０ ０ ０ ３ －３ ２ ３ ０ ３
Ｐ４ ０ ０ １ ０ －１ １ ０ ０ ０ ０

由表 ５ ３可得：ｘ１
＝ ７０，ｘ２

＝ ２０为原问题的满意解．
５􀆰 ３　 根据本书第 ２章习题 ２􀆰 １０给出的某糖果厂生产计划优先的各项数据，若该糖果厂确定生产

计划的目标函数为：
Ｐ１———利润不低于某预期值；
Ｐ２———甲，乙，丙三种糖果的原材料比例性满足配方要求；
Ｐ３———充分利用又不超过规定的原材料供应量．
根据上述要求，构建目标规划的数学模型．
【解】 　 ２􀆰 １０的线性规划模型为：
ｍａｘ ｚ ＝ ０􀆰 ９ｘ１

＋１􀆰 ４ｘ２
＋１􀆰 ９ｘ３

＋０􀆰 ４５ｘ４
＋０􀆰 ９５ｘ５

＋１􀆰 ４５ｘ６
－０􀆰 ０５ｘ７

＋０􀆰 ４５ｘ８
＋０􀆰 ９５ｘ９

ｘ１≥０􀆰 ６（ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３）

ｘ３≤０􀆰 ２（ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３）

ｘ４≥０􀆰 １５（ｘ４
＋ｘ５

＋ｘ６）

ｘ６≤０􀆰 ６（ｘ４
＋ｘ５

＋ｘ６）

ｘ９≤０􀆰 ５（ｘ７
＋ｘ８

＋ｘ９）

ｘ１
＋ｘ４

＋ｘ７≤２ ０００

ｘ２
＋ｘ５

＋ｘ８≤２ ５００

ｘ３
＋ｘ６

＋ｘ９≤１ ２００

ｘｉ≥０（ ｉ＝ １，…，９）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

设利润预期盈利，分别赋予这三个目标则容易得到该问题的目标规划模型：Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３优先因子．

ｍｉｎ ｚ ＝ Ｐ１ｄ
－
１ ＋ Ｐ２ ∑

６

ｉ ＝ ２
（ｄ －

ｉ ＋ ｄ ＋
ｉ ） ＋ Ｐ３（ｄ

＋
７ ＋ ｄ ＋

８ ＋ ｄ ＋
９ ）
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０􀆰 ９ｘ１
＋１􀆰 ４ｘ２

＋１􀆰 ９ｘ３
＋０􀆰 ４５ｘ４

＋０􀆰 ９５ｘ５
＋１􀆰 ４５ｘ６

－０􀆰 ０５ｘ７
＋０􀆰 ４５ｘ８

＋０􀆰 ９５ｘ９
＋

ｄ －
１ －ｄ

＋
１ ＝Ｍ

０􀆰 ６（ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３）－ｘ１
＋ｄ －

２ －ｄ
＋
２ ＝ ０

ｘ３
－０􀆰 ２（ｘ１

＋ｘ２
＋ｘ３）＋ｄ

－
３ －ｄ

＋
３ ＝ ０

０􀆰 １５（ｘ４
＋ｘ５

＋ｘ６）－ｘ４
＋ｄ －

４ －ｄ
＋
４ ＝ ０

ｘ６
－０􀆰 ６（ｘ４

＋ｘ５
＋ｘ６）＋ｄ

－
５ －ｄ

＋
５ ＝ ０

ｘ９
－０􀆰 ５（ｘ７

＋ｘ８
＋ｘ９）－ｄ

－
６ －ｄ

＋
６ ＝ ０

（ｘ１
＋ｘ４

＋ｘ７
＋ｄ －

７ －ｄ
＋
７）＝ ２ ０００

ｘ２
＋ｘ５

＋ｘ７
＋ｄ －

８ －ｄ
＋
８ ＝ ２ ５００

ｘ３
＋ｘ６

＋ｘ７
＋ｄ －

９ －ｄ
＋
９ ＝ １ ２００

ｘｉ，ｄ
－
ｉ ，ｄ

＋
ｉ ≥０（ ｉ＝ １，…，９）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

５􀆰 ４　 南溪市计划在下一年度预算中购置一批救护车，已知每辆购置价为 ２０万元．救护车用于所属
Ａ，Ｂ两个郊区县，各分配 ｘＡ 辆和 ｘＢ 辆．Ａ县救护站从接到呼叫到出动的响应时间为（４０－３ｘＡ）分钟；Ｂ县
救护站的响应时间为（５０－４ｘＢ）分钟．该市确定如下优先目标：

Ｐ１———用于救护车的购置费不超过 ４００万元；
Ｐ２———Ａ县的响应时间不超过 ８分钟；
Ｐ３———Ｂ县的响应时间不超过 ８分钟．
要求：
（１） 建立目标规划模型，并求出满意解；
（２） 若对优先级目标函数进行调整，将 Ｐ２调为 Ｐ１，Ｐ３调为 Ｐ２，Ｐ１调为 Ｐ３ ．试重新构建目标规划的数

学模型，并找出新的满意解．
【解】 　 （１） ｍｉｎ ｚ＝Ｐ１ｄ

＋
１ ＋Ｐ２ｄ

＋
２ ＋Ｐ３ｄ

＋
３

２０ｘＡ＋２０ｘＢ＋ｄ
－
１ －ｄ

＋
１ ＝ ４００

４０－３ｘＡ＋ｄ
－
２ －ｄ

＋
２ ＝ ８

５０－４ｘＢ＋ｄ
－
３ －ｄ

＋
３ ＝ ８

ｘＡ，ｘＢ，ｄ
－
１，ｄ

＋
ｉ ≥０（ ｉ＝ １，２，３）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

①
②
③

图 ５ ３

图解公式，如图 ５ ３所示：
约束条件①可行区域为 ＡＯＢ
①和②的可行区域为 ＤＣＢ
①和③的可行区域为 ＡＥＦ
故无公共区

故在实现①和②的基础上考虑区域中使 ｄ ＋
３最小的，即为

满意解．
显然 Ｄ点为满意解

故满意解为
３２
３ ，

２８
３( )

（２） ｍｉｎ ｚ＝Ｐ１ｄ
＋
２ ＋Ｐ２ｄ

＋
３ ＋Ｐ３ｄ

＋
１
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图 ５ ４

２０ｘＡ＋２０ｘＢ＋ｄ
－
１ －ｄ

＋
１ ＝ ４００

４０－３ｘＡ＋ｄ
－
２ －ｄ

＋
２ ＝ ８

５０－４ｘＢ＋ｄ
－
３ －ｄ

＋
３ ＝ ８

ｘＡ，ｘＢ，ｄ
－
１，ｄ

＋
ｉ （ ｉ＝ １，２，３）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

由图 ５ ４可以看出：实现 Ｐ１为 ＧＣ右边区域
实现 Ｐ２为 ＤＨ上方区域
故实现①②后区域为 ＧＦＨ右上区域，此时不能满足 ｄ ＋

１ ＝ ０

故在 ＧＦＨ右上区域或使 ｄ ＋
１最小的，Ｆ点

３２
３ ，

２１
２( )为满意解．

５􀆰 ５　 某商标的酒是用三种等级的酒兑制而成．若这三种等级
的酒每天供应量和单位成本为：

等　 级 日供应量　 ｋｇ 成本　 元 ／ ｋｇ

Ⅰ １ ５００ ６

Ⅱ ２ ０００ ４􀆰 ５

Ⅲ １ ０００ ３

设该种牌号酒有三种商标（红、黄、蓝），各种商标的酒对原料酒的混合比及售价，见表５ ４．决策者规定：
首先必须严格按规定比例兑制各商标的酒；其次是获利最大；再次是红商标的酒每天至少生产２ ０００ ｋｇ．
试列出数学模型．

表 ５ ４

商　 标 兑制要求 售价　 元 ／ ｋｇ

红
Ⅲ少于 １０％
Ⅰ多于 ５０％ ５􀆰 ５
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续表 ５ ４

商　 标 兑制要求 售价　 元 ／ ｋｇ

黄
Ⅲ少于 ７０％
Ⅰ多于 ２０％ ５􀆰 ０

蓝
Ⅲ少于 ５０％
Ⅰ多于 １０％ ４􀆰 ８

　 　 【解】 　 设 ｘｉ１，ｘｉ２，ｘｉ３（ ｉ＝ １，２，３）分别表示第 ｉ种等级的兑制红、黄、蓝三种商标的酒的数量．
则建立下述的数学模型．
ｍａｘ ｚ＝Ｐ１（ｄ

－
１ ＋ｄ

＋
２ ＋ｄ

－
３ ＋ｄ

＋
４ ＋ｄ

－
５ ＋ｄ

＋
６）＋Ｐ２ｄ

＋
８ ＋Ｐ３ｄ

＋
７

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ３１
－０􀆰 １（ｘ１１

＋ｘ２１
＋ｘ３１）＋ｄ

－
１ －ｄ

＋
１ ＝ ０

ｘ１１
－０􀆰 ５（ｘ１１

＋ｘ２１
＋ｘ３１）＋ｄ

－
２ －ｄ

＋
２ ＝ ０

ｘ３２
－０􀆰 ７（ｘ１２

＋ｘ２２
＋ｘ３２）＋ｄ

－
３ －ｄ

＋
３ ＝ ０

ｘ１２
－０􀆰 ２（ｘ１２

＋ｘ２２
＋ｘ３２）＋ｄ

－
４ －ｄ

＋
４ ＝ ０

ｘ３３
－０􀆰 ５（ｘ１３

＋ｘ２３
＋ｘ３３）＋ｄ

－
５ －ｄ

＋
５ ＝ ０

ｘ１３
－０􀆰 １（ｘ１３

＋ｘ２３
＋ｘ３３）＋ｄ

－
６ －ｄ

＋
６ ＝ ０

ｘ１１
＋ｘ２１

＋ｘ３１
＋ｄ －

７ －ｄ
＋
７ ＝ ２ ０００

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

其中

ｚ ＝ ５􀆰 ５（ｘ１１
＋ｘ２１

＋ｘ３１）＋５􀆰 ０（ｘ１２
＋ｘ２２

＋ｘ３２）＋４􀆰 ８（ｘ１３
＋ｘ２３

＋ｘ３３）－
６（ｘ１１

＋ｘ１２
＋ｘ１２）－４􀆰 ５（ｘ２１

＋ｘ２２
＋ｘ２３）－３（ｘ３１

＋ｘ３２
＋ｘ３３）＋ｄ

－
８ －ｄ

＋
８

而根据下面的模型求出最大利润

ｍａｘ ｚ ＝ ５􀆰 ５（ｘ１１
＋ｘ２１

＋ｘ３１）＋５􀆰 ０（ｘ１２
＋ｘ２２

＋ｘ３２）＋４􀆰 ８（ｘ１３
＋ｘ２３

＋ｘ３３）－
６（ｘ１１

＋ｘ１２
＋ｘ１３）－４􀆰 ５（ｘ２１

＋ｘ２２
＋ｘ２３）－３（ｘ３１

＋ｘ３２
＋ｘ３３）

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ３１
－０􀆰 １（ｘ１１

＋ｘ２１
＋ｘ３１）＜０

ｘ１１
－０􀆰 ５（ｘ１１

＋ｘ２１
＋ｘ３１）＞０

ｘ３２
－０􀆰 ７（ｘ１２

＋ｘ２２
＋ｘ３２）＜０

ｘ１２
－０􀆰 ２（ｘ１２

＋ｘ２２
＋ｘ３２）＞０

ｘ３３
－０􀆰 ５（ｘ１３

＋ｘ２３
＋ｘ３３）＜０

ｘ１３
－０􀆰 １（ｘ１３

＋ｘ２３
＋ｘ３３）＞０

ｘ１１
＋ｘ２１

＋ｘ３１≥２ ０００

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï
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第 ６章　 整数线性规划

１􀆰 了解整数规划问题的特点；
２􀆰 熟悉分枝定界法和割平面法的原理及其应用；
３􀆰 掌握 ０—１规划问题的求解方法———隐枚举法；
４􀆰 掌握指派问题的求解方法———匈牙利法．

１􀆰 整数规划模型的建立几乎与线性规划模型的建立完全一致，只是变量的部分或全体必须限制为
整数，因而建模步骤仍为：

（１） 分析与定义决策变量并要非负．
（２） 写出对应的目标函数．
（３） 根据题意列出约束条件并标准化．
（４） 判断模型属于哪种类型以确定合适的解题方法．
２􀆰 整数规划模型解法中应注意的问题
整数规划的求解主要采用割平面法和分枝定界法．分枝定界法是借用线性规划单纯形法的基本思

想，在求相应的线性模型解的同时，逐步加入对各变量的整数要求限制．其结果将会出现分枝现象，即一
个线性规划模型分成两个线性规划模型，逐步下去，最终求出整数解．因此，整数规划的解实际上是线性
规划的满意解．
解题过程容易犯的错误是，当分枝下去后，忘记了所得结果要和前一级分枝的解进行比较，其次，当

题目不是很繁杂，且是两维时，用图解法要比分枝定界法要简便而准确．从某种意义上来说，整数解就是
可行解域中的整数网格上的点．

６􀆰 １　 对下列整数规划问题，问用先解相应的线性规划然后凑整的办法能否求到最优整数解？
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　 　 （１） ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１
＋２ｘ２ 　 　 　 　 　 　 （２） ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２≤１６􀆰 ５

ｘ１，ｘ２≥０

ｘ１，ｘ２整数

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４

２ｘ１
＋ｘ２≤９

ｘ１，ｘ２≥０

ｘ１，ｘ２整数

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

【解】 　 （１） 将上述问题化为如下形式：
ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２

＋ｘ３
＝ １４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ４
＝ １６􀆰 ５

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

ｘ１，ｘ２∈Ｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

用单纯形法解相应的线性规划问题，见表 ６ １．
表 ６ １

ｃ ｊ ３ ２ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

θ

０ ｘ３
２９
２

２ ３ １ ０ ２９
４

０ ｘ４
３３
２ ［４］ １ ０ １

３３
８

－ｚ ０ ３ ２ ０ ０

０ ｘ３
２５
４

０ ５
２[ ] １ － １

２
５
２

３ ｘ１
３３
８ １

１
４ ０

１
４

３３
２

－ｚ －９９
８

０ ５
４

０ － ３
４

２ ｘ２
５
２ ０ １

２
５

－ １
５

３ ｘ１
７
２

１ ０ － １
１０

３
１０

－ｚ －３１
２ ０ ０ － １

２
－ １

２

由表 ６ １可得：

相应线性规划问题的最优解为：Ｘ∗ ＝ ７
２ ，

５
２ ，０，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ＝ ３１
２

当凑整为 Ｘ１ ＝（４，３，０，０） Ｔ 时，为非可行解．
当凑整为 Ｘ２ ＝（４，２，０，０） Ｔ 时，为非可行解．
当凑整为 Ｘ３ ＝（３，３，０，０） Ｔ 时，为非可行解．
当凑整为 Ｘ４ ＝（３，２，０，０） Ｔ 时，为可行解，ｚ＝ １３
下面用分枝定界法解整数规划问题．
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令ｚ＝ ３１
２
，显然 ｘ１

＝ ０，ｘ２
＝ ０为可行解．

∴ ｚ＝ ０

∴ ０≤ｚ∗≤３１
２

将原问题分解为下述两个问题

ｍａｘ ｚ１ ＝ ３ｘ１
＋２ｘ２

（Ｂ１）　 ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２≤１６􀆰 ５

０≤ｘ１≤３，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

ｍａｘ ｚ２ ＝ ３ｘ１
＋２ｘ２

（Ｂ２）　 ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２≤１６􀆰 ５

ｘ１≥４，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

对于（Ｂ１）将其化为标准型式：
ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４
＋０·ｘ５

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２

＋ｘ３
＝ １４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ４
＝ １６􀆰 ５

ｘ１
＋ｘ５

＝ ３

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

对于此线性规划问题，用单纯形法进行求解，见表 ６ ２．
表 ６ ２

ｃ ｊ ３ ２ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

θ

０ ｘ３
２９
２

２ ３ １ ０ ０ ２９
４

０ ｘ４
３３
２ ４ １ ０ １ ０

３３
８

０ ｘ５ ３ ［１］ ０ ０ ０ １ ３

－ｚ１ ０ ３ ２ ０ ０ ０

０ ｘ３
１７
２ ０ ［３］ １ ０ －２

１７
６

０ ｘ４
９
２

０ １ ０ １ －４ ９
２

３ ｘ１ ３ １ ０ ０ ０ １ —

－ｚ１ －９ ０ ２ ０ ０ －３

２ ｘ２
１７
６

０ １ １
３

０ － ２
３

０ ｘ４
５
３ ０ ０ － １

３ １ －１０
３
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３ ｘ１ ３ １ ０ ０ ０ １

－ｚ１ －４４
３

０ ０ － ２
３

０ － ５
３

由表 ６ ２可得：

（Ｂ１）的最优解为 ３，
１７
６ ，０，

５
３ ，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ１ ＝
４４
３

同样可得（Ｂ２）的最优解为 ４，
１
２ ，５，０，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ２ ＝ １３

∴ ｚ＝ ０，　 ｚ＝ ４４
３

∴ ０≤ｚ∗≤４４
３

再将（Ｂ１）分为下述两个问题
ｍａｘ ｚ３ ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２

（Ｂ３）ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２≤１６􀆰 ５

ｘ１≤３

ｘ２≤２

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ｍａｘ ｚ４ ＝ ３ｘ１
＋２ｘ２

（Ｂ４）ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２≤１６􀆰 ５

ｘ１≤３

ｘ２≥３

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

对于（Ｂ３）将其化为标准型式：
ｍａｘ ｚ３ ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４
＋０·ｘ５

＋０·ｘ６

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２

＋ｘ３
＝ １４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ４
＝ １６􀆰 ５

ｘ１
＋ｘ５

＝ ３

ｘ２
＋ｘ６

＝ ２

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

对于此线性规划问题，用单纯形法进行求解，见表 ６ ３．
表 ６ ３

ｃ ｊ ３ ２ ０ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

θ
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０ ｘ３
２９
２

２ ３ １ ０ ０ ０ ２９
４

０ ｘ４
３３
２ ４ １ ０ １ ０ ０

３３
８

０ ｘ５ ３ ［１］ ０ ０ ０ １ ０ ３

０ ｘ６ ２ ０ １ ０ ０ ０ １ —

－ｚ３ ０ ３ ２ ０ ０ ０ ０
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续表 ６ ３

０ ｘ３
１７
２

０ ３ １ ０ －２ ０ １７
６

０ ｘ４
９
２ ０ １ ０ １ －４ ０

９
２

３ ｘ１ ３ １ ０ ０ ０ １ ０ —

０ ｘ６ ２ ０ ［１］ ０ ０ ０ １ ２

－ｚ３ －９ ０ ２ ０ ０ －３ ０

０ ｘ３
５
２

０ ０ １ ０ －２ －３

０ ｘ４
５
２ ０ ０ ０ １ －４ －１

３ ｘ１ ３ １ ０ ０ ０ １ ０

２ ｘ２ ２ ０ １ ０ ０ ０ １

－ｚ３ －１３ ０ ０ ０ ０ －３ －２

由表 ６ ３可得：

（Ｂ３）的最优解为 ３，２，
５
２ ，

５
２ ，０，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ３ ＝ １３

同样可得（Ｂ４）的最优解为
１１
４ ，３，０，

５
２ ，

１
４ ，０，０( )

Ｔ

ｍａｘ ｚ４ ＝
５７
４

Ｂ３已是整数解，可取ｚ＝ ｚ３ ＝ １３．
而 ｍａｘ ｚ２ ＝ １３，对 Ｂ２分解已无意义，故舍去．

∴ １３≤ｚ∗≤５７
４

将（Ｂ４）分解为下述两个问题．
ｍａｘ ｚ５ ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２

（Ｂ５）ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２≤１６􀆰 ５

ｘ１≤３

ｘ２≥３

ｘ１≤２

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

对于此线性规划问题，用单纯形法解得其最优解为

Ｘ∗ ＝ ２，
７
２ ，０，５，０，

１
２ ，０( )

Ｔ

目标函数最优值 ｍａｘ ｚ５ ＝ １３＝ ｚ，故舍弃．
ｍａｘ ｚ６ ＝ ３ｘ１

＋２ｘ２
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（Ｂ６）ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４􀆰 ５

４ｘ１
＋ｘ２≤１６􀆰 ５

ｘ１≤３

ｘ２≥３

ｘ１≥３

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

由条件，ｘ１≤３和 ｘ１≥３得 ｘ１
＝ ３

∴ （Ｂ６）变为：
ｍａｘ ｚ６ ＝ ９＋２ｘ２

ｓ􀆰 ｔ􀆰

３ｘ２≤８􀆰 ５

ｘ２≤４􀆰 ５

ｘ２≥３

ì

î

í

ïï

ïï

可得此线性规划问题的可行域为空集，故舍去．
∴ ｘ１

＝ ３，ｘ２
＝ ２为最优整数解

ｚ∗ ＝ ｚ＝ １３
（２） 用图解法解其相应的线性规划问题

图 ６ １中的阴影部分为相应线性规划问题的可行域．目标函数 ｚ ＝ ３ｘ１
＋２ｘ２，即 ｘ２

＝ － ２３
２
ｘ１

＋ ｚ
２
是斜

率为－ ３
２
的一族平行线，由线性规划的性质知，其最值只可能在可行域的顶点取得，易知 ｘ１

＝ ０，ｘ２
＝ ０为

可行解，将直线 ３ｘ１
＋２ｘ２

＝ ０沿其法线方向逐渐向上平移，直至 Ｂ点，Ｂ点坐标为 １３
４ ，

５
２( ) ．

图 ６ １

目标函数的最优值

ｍａｘ ｚ＝ ３×１３
４

＋２× ５
２

＝ ５９
４

当凑整为 Ｘ１ ＝（３，２） Ｔ 时，为可行解，ｚ＝ １３
当凑整为 Ｘ２ ＝（３，３） Ｔ 时，为非可行解．
当凑整为 Ｘ３ ＝（４，２） Ｔ 时，为非可行解．
当凑整为 Ｘ４ ＝（４，３） Ｔ 时，为非可行解．
下面用分枝定界法来解整数规划问题

令ｚ＝ ５９
４
，显然 ｘ１

＝ ０，ｘ２
＝ ０为可行解．

∴ ｚ＝ ０

∴ ０≤ｚ∗≤５９
４

将原问题分解为下述两个问题

ｍａｘ ｚ１ ＝ ３ｘ１
＋２ｘ２

（Ｂ１）ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４

２ｘ１
＋ｘ２≤９

ｘ１≤３

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï
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ｍａｘ ｚ２ ＝ ３ｘ１
＋２ｘ２

（Ｂ２）ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋３ｘ２≤１４

２ｘ１
＋ｘ２≤９

ｘ１≥４

ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

对于（Ｂ１）和（Ｂ２），用图解法求解，在图 ６ １ 的基础上，增加两条直线 ｘ１
＝ ３ 和 ｘ１

＝ ４，得到两个区域
ＯＡＤＦＯ和 ＧＥＣＧ，分别为（Ｂ１）和（Ｂ２）的可行域，从图中可以看出：

（Ｂ１）在 Ｄ点取得最优值，而 Ｄ点坐标为 ３，
８
３( )

ｍａｘ ｚ１ ＝ ３×３＋２× ８
３

＝ ４３
３

（Ｂ２）在 Ｅ点取得最优值，而 Ｅ点坐标为（４，１），为整数点．
ｍａｘ ｚ２ ＝ ３×４＋２×１＝ １４

∴ ｚ＝ １４，　 ｚ＝ ４３
３

∴ １４≤ｚ∗≤４３
３

图 ６ ２

且 ｚ∗为整数
∴ ｚ∗ ＝ １４

ｘ１
＝ ４，ｘ２

＝ １为最优整数解．
６􀆰 ２　 用分枝定界法解：
ｍａｘ ｚ＝ ｘ１

＋ｘ２

ｘ１
＋ ９
１４ｘ２≤

５１
１４

－２ｘ１
＋ｘ２≤

１
３

ｘ１，ｘ２≥０

ｘ１，ｘ２整数

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

【解】 　 用图解法解其相应的线性规划问题
图 ６ ２中的阴影部分为相应线性规划问题的可

行域，目标函数 ｚ＝ ｘ１
＋ｘ２即 ｘ２

＝ －ｘ１
＋ｚ 是斜率为－１ 的

一族平行线，由线性规划的性质知，其最值只可能在可行域的顶点取得，易知 ｘ１
＝ ０，ｘ２

＝ ０ 为可得解，将

直线 ｘ１
＋ｘ２

＝ ０沿其法线方向逐渐向上平移，直至 Ｂ点，Ｂ点坐标为 ３
２ ，

１０
３( ) ．

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ＝ ｘ１
＋ｘ２

＝ ２９
６

下面用分枝定界法来解整数规划问题．

令ｚ＝ ２９
６
，显然 ｘ１

＝ ０，ｘ２
＝ ０为可行解

∴ ｚ＝ ０，∴ ０≤ｚ∗≤２９
６

将原问题分解为下述两个问题：
ｍａｘ ｚ１ ＝ ｘ１

＋ｘ２
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（Ｂ１）ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ ９
１４ｘ２≤

５１
１４

－２ｘ１
＋ｘ２≤

１
３

ｘ１≤１

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

ｍａｘ ｚ２ ＝ ｘ１
＋ｘ２

（Ｂ２）ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ ９
１４ｘ２≤

５１
１４

－２ｘ１
＋ｘ２≤

１
３

ｘ１≥２

ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

对于（Ｂ１）和（Ｂ２）用图解法求解，在图 ６ ２的基础上，增加两条直线 ｘ１
＝ １和 ｘ２

＝ ２，得到区域 ＯＡＤＥＯ和
ＦＧＣＦ，分别为（Ｂ１）和（Ｂ２）的可行域，从图中可以看出：

（Ｂ１）在 Ｄ点取得最大值，而 Ｄ点坐标为 １，
５
３( )

ｍａｘ ｚ１ ＝ １＋ ５
３

＝ ８
３

（Ｂ２）在 Ｇ点取得最大值，而 Ｇ点坐标为 ２，
２３
９( )

ｍａｘ ｚ２ ＝ ２＋２３
９

＝ ４１
９

∴ ｚ＝ ４１
９
，ｚ＝ ０，∴ ０≤ｚ∗≤４１

９
将（Ｂ２）分解为下述两个问题

ｍａｘ ｚ３ ＝ ｘ１
＋ｘ２

（Ｂ３）ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ ９
１４ｘ２≤

５１
１４

－２ｘ１
＋ｘ２≤

１
３

ｘ１≥２

ｘ２≤２

ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ｍａｘ ｚ４ ＝ ｘ１
＋ｘ２

（Ｂ４）ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ ９
１４ｘ２≤

５１
１４

－２ｘ１
＋ｘ２≤

１
３

ｘ１≥２

ｘ２≥３

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

对于（Ｂ３）和（Ｂ４），用图解法求解，在图 ６ ２的基础上，增加两条直线 ｘ２
＝ ２和 ｘ２

＝ ３，得到区域 ＦＨＩＣＦ为
（Ｂ３）的可行域，而（Ｂ４）的可行域为空集，故（Ｂ４）无可行解．
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从图中可以看出：

（Ｂ３）在 Ｉ点取得最大值，而 Ｉ点坐标为 ３３
１４，２( ) ．

ｍａｘ ｚ３ ＝
３３
１４

＋２＝ ６１
１４

ｚ＝ ６１
１４

∴ ０≤ｚ∗≤６１
１４

将（Ｂ３）分解为下述两个问题
ｍａｘ ｚ５ ＝ ｘ１

＋ｘ２

（Ｂ５）ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ ９
１４ｘ２≤

５１
１４

－２ｘ１
＋ｘ２≤

１
３

ｘ１≥２

ｘ１≤２

ｘ２≤２

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

ｍａｘ ｚ６ ＝ ｘ１
＋ｘ２

（Ｂ６）ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ ９
１４ｘ２≤

５１
１４

－２ｘ１
＋ｘ２≤

１
３

ｘ１≥２

ｘ１≥３

ｘ２≤２

ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

对于（Ｂ５）和（Ｂ６），用图解法求解，在图 ６ ２的基础上，增加两条直线 ｘ１
＝ ２和 ｘ１

＝ ３，得到区域 ＫＪＣＫ为
（Ｂ６）的可行域，线段 ＦＨ为（Ｂ５）的可行域．
从图中可以看出：
（Ｂ５）在 Ｈ点达到最大值，而 Ｈ点坐标为（２，２）
ｍａｘ ｚ５ ＝ ２＋２＝ ４

（Ｂ６）在 Ｊ点达到最大值，而 Ｊ点坐标为（３，１）
ｍａｘ ｚ６ ＝ ３＋１＝ ４
∴ ｚ＝ ４

而 ｍａｘ ｚ１ ＝
８
３

＜４

对（Ｂ１）进行分解已无意义，故舍去．

∴ ４≤ｚ∗≤６１
１４

∵ ｚ∗为整数
∴ ｚ∗ ＝ ４
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ｘ１
＝ ２，ｘ２

＝ ２和 ｘ１
＝ ３，ｘ２

＝ １均为该问题的最优解．
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　 　 ６􀆰 ３　 用 Ｇｏｍｏｒｙ切割法解：
（１） ｍａｘ ｚ＝ ｘ１

＋ｘ２ 　 　 　 　 　 　 （２） ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１
－ｘ２

２ｘ１
＋ｘ２≤６

４ｘ１
＋５ｘ２≤２０

ｘ１，ｘ２≥０

ｘ１，ｘ２整数

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

３ｘ１
－２ｘ２≤３

－５ｘ１
－４ｘ２≤－１０

２ｘ１
＋ｘ２≤５

ｘ１，ｘ２≥０

ｘ１，ｘ２整数

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

【解】 　 （１） 将上述问题化为标准型式：
ｍａｘ ｚ＝ ｘ１

＋ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＝ ６

４ｘ１
＋５ｘ２

＋ｘ４
＝ ２０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４≥０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４∈Ｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

下面用单纯形法解其相应的线性规划问题，见表 ６ ４．
表 ６ ４

ｃ ｊ １ １ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４

θ

０ ｘ３ ６ ［２］ １ １ ０ ３

０ ｘ４ ２０ ４ ５ ０ １ ５

－ｚ ０ １ １ ０ ０

１ ｘ１ ３ １ １
２

１
２

０ ６

０ ｘ４ ８ ０ ［３］ －２ １
８
３

－ｚ －３ ０ １
２

－ １
２

０

１ ｘ１
５
３ １ ０

５
６

－ １
６

１ ｘ２
８
３

０ １ － ２
３

１
３

－ｚ －１３
３ ０ ０ － １

６
－ １

６

由表 ６ ４可得：

与原问题相应的线性规划问题的解为：Ｘ∗ ＝ ５
３ ，

８
３ ，０，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ＝ １３
３

由最终单纯形表得到变量间的关系：

ｘ１
＋ ５

６
ｘ３

－ １
６
ｘ４

＝ ５
３
，ｘ２

－ ２
３
ｘ３

＋ １
３
ｘ４

＝ ８
３

将系数和常数项都分解成整数和非负真分数之和．
上面两式变为
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ｘ１
－ｘ４

－１＝ ２
３

－ ５
６ ｘ３

＋ ５
６ ｘ４( ) ，ｘ２

－ｘ３
－２＝ ２

３
－ １

３ ｘ３
＋ １

３ ｘ４( )
∵ ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４∈Ｎ
∴ 上面两式左边均为整数，右边也均为整数且为非正

∴ ２
３

－ ５
６ ｘ３

＋ ５
６ ｘ４( ) ≤０， ２

３
－ １

３ ｘ３
＋ １

３ ｘ４( ) ≤０

化简得

－５ｘ３
－５ｘ４≤－４，－ｘ３

－ｘ４≤－２
加入松弛变量 ｘ５，得－ｘ３

－ｘ４
＋ｘ５

＝ －２
将这个新的约束条件反映到表 ６ ４的最终计算表中，用对偶单纯形法进行迭代，得到表 ６ ５．

表 ６ ５

ｃ ｊ １ １ ０ ０ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

１ ｘ１
５
３

１ ０ ５
６

－ １
６

０

１ ｘ２
８
３ ０ １ － ２

３
１
３ ０

０ ｘ５ －２ ０ ０ ［－１］ －１ １

－ｚ －１３
３ ０ ０ － １

６
－ １

６ ０

１ ｘ１ ０ １ ０ ０ －１ ５
６

１ ｘ２ ４ ０ １ ０ １ － ２
３

０ ｘ３ ２ ０ ０ １ １ －１

－ｚ －４ ０ ０ ０ ０ － １
６

由表 ６ ５可得：ｘ＋ ＝（０，４，２，０，０） Ｔ，已为整数解，ｍａｘ ｚ＝ ４
∴ 原整数规划问题的最优解为 ｘ１

＝ ０，　 ｘ２
＝ ４

目标函数最优值 ｍａｘ ｚ＝ ４
（２） 将上述问题化为标准型式：
ｍａｘ ｚ＝ ３ｘ１

－ｘ２
＋０·ｘ３

＋０·ｘ４
＋０·ｘ５

－Ｍｘ６

ｓ􀆰 ｔ􀆰

３ｘ１
－２ｘ２

＋ｘ３
＝ ３

５ｘ１
＋４ｘ２

－ｘ４
＋ｘ６

＝ １０

２ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ５
＝ ５

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６≥０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ５∈Ｎ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

下面用单纯形法解其相应的线性规划问题，见表 ６ ６．
表 ６ ６

ｃ ｊ ３ －１ ０ ０ ０ －Ｍ

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６

θ
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０ ｘ３ ３ ［３］ －２ １ ０ ０ ０ １

－Ｍ ｘ６ １０ ５ ４ ０ －１ ０ １ ２
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续表 ６ ６

０ ｘ５ ５ ２ １ ０ ０ １ ０ ５
２

－ｚ １０Ｍ ５Ｍ＋３ ４Ｍ－１ ０ －Ｍ ０ ０

３ ｘ１ １ １ － ２
３

１
３ ０ ０ ０ —

－Ｍ ｘ６ ５ ０ ２２
３[ ] － ５

３
－１ ０ １ １５

２２

０ ｘ５ ３ ０
７
３

－ ２
３ ０ １ ０

９
７

－ｚ ５Ｍ－３ ０ ２２
３
Ｍ＋１ － ５

３
Ｍ－１ －Ｍ ０ ０

３ ｘ１
１６
１１ １ ０

２
１１

－ １
１１ ０

１
１１ —

－１ ｘ２
１５
２２

０ １ － ５
２２

－ ３
２２

０ ３
２２

—

０ ｘ５
３１
２２ ０ ０ － ３

２２
７
２２[ ] １ － ７

２２
３１
７

－ｚ －８１
２２

０ ０ － ７
２２

３
２２

０ －Ｍ－ ３
２２

３ ｘ１
１３
７ １ ０

１
７ ０

２
７ ０

－１ ｘ２
９
７

０ １ － ２
７

０ ３
７

０

０ ｘ４
３１
７ ０ ０ － ３

７ １
２２
７

－１

－ｚ －３０
７

０ ０ － ５
７

０ － ３
７

－Ｍ

由表 ６ ６可得：相应线性规划问题的最优解为：Ｘ∗ ＝ １３
７ ，

９
７ ，０，

３１
７ ，０，０( )

Ｔ

目标函数最优值为 ｍａｘ ｚ＝ ３０
７

由最终单纯形表得到变量间的关系：

ｘ１
＋ １

７ ｘ３
＋ ２

７ ｘ５
＝ １３

７

ｘ２
－ ２

７ ｘ３
＋ ３

７ ｘ５
＝ ９

７

－ ３
７ ｘ３

＋ｘ４
＋２２

７ ｘ５
－ｘ６

＝ ３１
７

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

即

ｘ１
＋ １

７ ｘ３
＋ ２

７ ｘ５
＝ １３

７

３ｘ２
－ ６

７ ｘ３
＋ ９

７ ｘ５
＝ ２７

７

２ｘ４
－２ｘ６

－ ６
７ ｘ３

＋４４
７ ｘ５

＝ ６２
７

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

对于上面三式，将常数和常数项都分解成整数和非负真分数之和，得：
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ｘ１
－１＝

６
７

－ １
７ ｘ３

＋ ２
７ ｘ５( )

３ｘ２
－ｘ３

＋ｘ５
－３＝

６
７

－ １
７ ｘ３

＋ ２
７ ｘ５( )

２ｘ４
－２ｘ６

－ｘ３
＋６ｘ５

－８＝
６
７

－ １
７ ｘ３

＋ ２
７ ｘ５( )

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

∵ ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６∈Ｎ
∴ 上面三式左边均为整数．故上面三式右边也均为整数且为非正．

∴ ６
７

－ １
７ ｘ３

＋ ２
７ ｘ５( ) ≤０

即 ６－ｘ３
－２ｘ５≤０，加入松弛变量 ｘ７，得

－ｘ３
－２ｘ５

＋ｘ７
＝ －６

将这个新的约束条件反映到表 ６ ６的最终计算表中，并用对偶单纯形法进行迭代，得到表 ６ ７．
表 ６ ７

ｃ ｊ ３ －１ ０ ０ ０ －Ｍ ０

ＣＢ ＸＢ ｂ ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７

３ ｘ１
１３
７

１ ０ １
７

０ ２
７

０ ０

－１ ｘ２
９
７ ０ １ － ２

７ ０
３
７ ０ ０

０ ｘ４
３１
７

０ ０ － ３
７

１ ２２
７

－１ ０

０ ｘ７ －６ ０ ０ －１ ０ ［－２］ ０ １

－ｚ －３０
７ ０ ０ － ５

７ ０ － ３
７

－Ｍ ０

３ ｘ１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ １
７

－１ ｘ２ ０ ０ １ － １
２ ０ ０ ０

３
１４

０ ｘ４ －５ ０ ０ ［－２］ １ ０ －１ １１
７

０ ｘ５ ３ ０ ０
１
２ ０ １ ０ － １

２

－ｚ －３ ０ ０ － １
２

０ ０ －Ｍ － ３
１４

３ ｘ１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０
１
７

－１ ｘ２
５
４

０ １ ０ － １
４

０ １
４

－ ５
２８

０ ｘ３
５
２ ０ ０ １ － １

２ ０
１
２

－１１
１４

０ ｘ５
７
４

０ ０ ０ １
４

１ － １
４

－ ３
２８

－ｚ － ７
４ ０ ０ ０ － １

４ ０ －Ｍ＋ １
４

－１７
２８

依此类推，继续迭代，得整数解为 ｘ∗
１
＝ １，　 ｘ∗

２
＝ ２
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目标函数最优值 ｍａｘ ｚ＝ １

图 ６ ３

６􀆰 ４　 某城市的消防总部将全市划分为 １１个防火区，设有 ４
个消防（救火）站．图 ６ ３ 表示各防火区域与消防站的位置，其
中①②③④表示消防站，１、２、…、１１ 表示防火区域．根据历史的
资料证实，各消防站可在事先规定的允许时间内对所负责的地
区的火灾予以消灭．图中虚线即表示各地区由哪个消防站负责
（没有虚线连系，就表示不负责） ．现在总部提出：可否减少消防
站的数目，仍能同样负责各地区的防火任务？ 如果可以，应当关
闭哪个？
提示：对每个消防站定义一个 ０ １变量 ｘ ｊ，令

ｘ ｊ ＝
１，当某防火区域可由第 ｊ消防站负责时，
０，当某防火区域不由第 ｊ消防站负责时，{ 　 ｊ＝ １，２，３，４

然后对每个防火区域列一个约束条件．
【解】 　 令

ｘ ｊ ＝
１，当某防火区域由第 ｊ消防站负责时
０，当某防火区域不由第 ｊ消防站负责时{ 　 （ ｊ＝ １，２，３，４）

这样可得到原问题的数学模型

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｍｉｎ ｚ ＝ ∑
４

ｊ ＝ １
ｘ ｊ

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ｘ２≥１ ①

ｘ１≥１ ②

ｘ１
＋ｘ３≥１ ③

ｘ３≥１ ④

ｘ１
＋ｘ３

＋ｘ４≥１ ⑤

ｘ１
＋ｘ４≥１ ⑥

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ４≥１ ⑦

ｘ２
＋ｘ４≥１ ⑧

ｘ４≥１ ⑨

ｘ３
＋ｘ４≥１ 􀃊􀁉􀁒

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

由约束条件②④⑨可得
ｘ１

＝ １，　 ｘ３
＝ １，　 ｘ４

＝ １
ｘ１，ｘ３，ｘ４确定后，只有两种情况：

① ｘ２
＝ ０，解（１，０，１，１） Ｔ 为可行解

目标函数值 ｚ＝ ３
② ｘ２

＝ １，解（１，１，１，１） Ｔ 为可行解

目标函数值 ｚ＝ ４
比较①②得：最优解 Ｘ∗ ＝（１，０，１，１） Ｔ

目标函数的最优值 ｍｉｎ ｚ＝ ３
故可以减少消防站的数目，即可关闭消防站 ２．

６􀆰 ５　 某大型企业每年需要进行多种类型的员工培训．假设共有需要培训的需求（如技术类、管理
类）为 ６种，每种需求的最低培训人数为 ａｉ，ｉ＝ １，…，６，可供选择的培训方式（如内部自行培训、外部与
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高校合作培训）有 ５种，每种的最高培训人数为 ｂ ｊ，ｊ＝ １，…，５．又设若选择了第 １ 种培训方式，则第 ３ 种
培训方式也要选择．记 ｘｉｊ为第 ｉ种需求由第 ｊ种方式培训的人员数量，Ｚ 为培训总费用．费用的构成包括
固定费用和可变费用，第 ｊ种方式的固定培训费用为 ｈｊ（与人数无关），与人数 ｘｉｊ相应的可变费用为 Ｃｉｊ

（表示用第 ｊ种方式培训第 ｉ种需求类型的单位费用） ．如果以成本费用为优化目标，请建立该培训问题
的结构优化模型．

【解】 　 ｍｉｎ ｚ ＝ ∑
５

ｊ ＝ １
ｈｊ

＋ ∑
６

ｉ ＝ １
ｃｉｊｘｉｊ

∑
５

ｊ ＝ １
ｘｉｊ ≥ ａｉ 　 （ ｉ ＝ １，…，６）

∑
６

ｉ ＝ １
ｘｉｊ ≤ ｂ ｊ 　 （ ｊ ＝ １，…，５）

ｘｉ１ ≤ ｘｉ３ 　 （ ｉ ＝ １，…，６）

ｘｉｊ ＝ １或 ０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

图 ６ ４

６􀆰 ６　 为了提高校园的安全性，某大学的保安部门决定在校园
内部的几个位置安装紧急报警电话．校园的主要街道示意图如图 ６
４，其中①～⑧表示道路交叉口，Ａ～ Ｋ 表示街道．现需决定在哪些
地方安装，可使每条街道都有报警电话，并且总电话数目最少？ 请
建立本问题的数学规划模型．

【解】 　 用 ｘｉ 代表①～⑧路口是否安装的变量

ｘｉ ＝
１，在路口 ｉ安装报警电话
０，在路口 ｉ不安装报警电话{

ｍｉｎ ｚ ＝ ∑
８

ｉ ＝ １
ｘｉ

ｘ１
＋ｘ２≥１　 Ａ

ｘ２
＋ｘ３≥１　 Ｂ

ｘ４
＋ｘ５≥１　 Ｃ

ｘ７
＋ｘ８≥１　 Ｄ

ｘ６
＋ｘ７≥１　 Ｅ

ｘ６
＋ｘ７≥１　 Ｅ

ｘ２
＋ｘ６≥１　 Ｆ

ｘ１
＋ｘ６≥１　 Ｇ

ｘ４
＋ｘ７≥１　 Ｈ

ｘ２
＋ｘ４≥１　 Ｉ

ｘ５
＋ｘ８≥１　 Ｊ

ｘ３
＋ｘ５≥１　 Ｋ

ｘｉ ＝ １或 ０（ ｉ＝ １，…，８）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

６􀆰 ７　 在有互相排斥的约束条件的问题中，如果约束条件是（≤）型的，我们用加以 ｙｉＭ 项（ｙｉ 是 ０
１变量，Ｍ是很大的常数）的方法统一在一个问题中．如果约束条件是（≥）型的，我们将怎样利用 ｙｉ 和
Ｍ呢？

【解】 　 在互相排斥的约束问题中，如果约束条件是≥型，在 ｍ 个约束条件右端分别减去 ｙｉＭ，（ ｉ ＝
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１，２，…，ｍ），其中 Ｍ是充分大的正数，ｙｉ 为 ０－１变量（ ｉ＝ １，２，…ｍ）且

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｙｉ ＝ ｍ － １
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　 　 ６􀆰 ８　 解 ０ １规划：
（１） ｍｉｎ ｚ＝ ４ｘ１

＋３ｘ２
＋２ｘ３

２ｘ１
－５ｘ２

＋３ｘ３≤４

４ｘ１
＋ｘ２

＋３ｘ３≥３

ｘ２
＋ｘ３≥１

ｘ１，ｘ２，ｘ３
＝ ０或 １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（２） ｍｉｎ ｚ＝ ２ｘ１
＋５ｘ２

＋３ｘ３
＋４ｘ４

－４ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＋ｘ４≥０

－２ｘ１
＋４ｘ２

＋２ｘ３
＋４ｘ４≥４

ｘ１
＋ｘ２

－ｘ３
＋ｘ４≥１

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４
＝ ０或 １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 【解】 　 （１） ｍｉｎ ｚ＝ ４ｘ１
＋３ｘ２

＋２ｘ３

ｓ􀆰 ｔ􀆰
２ｘ１

－５ｘ２
＋３ｘ３≤４ ①

４ｘ１
＋ｘ２

＋３ｘ３≥３ ②

ｘ２
＋ｘ３≥１ ③

ｘ１，ｘ２，ｘ３
＝ ０或 １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

通过观察可得到一可行解（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
Ｔ ＝（０，０，１） Ｔ

目标函数值为 ｚ＝ ２
∴ 增加约束条件 ４ｘ１

＋３ｘ２
＋２ｘ３≤２ ⓪

将约束条件⓪①②③按顺序排列，得到表 ６ ８．
表 ６ ８

（ｘ１，ｘ２，ｘ３）
条件

⓪ ① ② ③
目标函数
值 ｚ

（０，０，１） 􀳫 􀳫 􀳫 􀳫 ２

（０，１，０） ✕

（０，１，１） ✕

（１，０，０） ✕

（１，０，１） ✕

（１，１，０） ✕

（１，１，１） ✕

（０，０，０） 􀳫 􀳫 ✕

由表 ６ ８可得：
原问题的最优解为（ｘ１，ｘ２，ｘ３）

Ｔ ＝（０，０，１） Ｔ

目标函数最优值为 ｍｉｎ ｚ＝ ２
（２） ｍｉｎ ｚ＝ ５ｘ２

＋４ｘ４
＋３ｘ３

＋２ｘ１

ｓ􀆰 ｔ􀆰
ｘ２

＋ｘ４
＋ｘ３

－４ｘ１≥０ ①

４ｘ２
＋４ｘ４

＋２ｘ３
－２ｘ１≥４ ②

ｘ２
＋ｘ４

－ｘ３
＋ｘ１≥１ ③

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４
＝ ０或 １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

经观察可得到一可行解（ｘ２，ｘ４，ｘ３，ｘ１）
Ｔ ＝（０，１，０，０） Ｔ

目标函数值 ｚ＝ ４．
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故增加约束条件 ５ｘ２
＋４ｘ４

＋３ｘ３
＋２ｘ１≤４ ⓪

将约束条件⓪①②③按顺序排列，得到表 ６ ９．
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表 ６ ９

（ｘ２，ｘ４，ｘ３，ｘ１）
条件

⓪ ① ② ③
ｚ值

（０，０，０，０） 􀳫 􀳫 ✕

（０，０，０，１） 􀳫 ✕

（０，０，１，０） 􀳫 􀳫 ✕

（０，０，１，１） ✕

（０，１，０，０） 􀳫 􀳫 􀳫 􀳫 ４

（０，１，０，１） ✕

（０，１，１，０） ✕

（０，１，１，１） ✕

（１，０，０，０） ✕

（１，０，０，１） ✕

（１，０，１，０） ✕

（１，０，１，１） ✕

（１，１，０，０） ✕

（１，１，０，１） ✕

（１，１，１，０） ✕

（１，１，１，１） ✕

由表 ６ ９可得：
原问题的最优解（ｘ２，ｘ４，ｘ３，ｘ１）

Ｔ ＝（０，１，０，０） Ｔ

目标函数的最优值为 ｍｉｎ ｚ＝ ４
６􀆰 ９　 有 ４个工人，要指派他们分别完成 ４项工作，每人做各项工作所消耗的时间如表 ６ １０．

表 ６ １０

工作
工人　 　 　 　 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ

甲 １５ １８ ２１ ２４

乙 １９ ２３ ２２ １８

丙 ２６ １７ １６ １９

丁 １９ ２１ ２３ １７

问指派哪个人去完成哪项工作，可使总的消耗时间为最小？
【解】 　 系数矩阵 Ｃ为
１５ １８ ２１ ２４
１９ ２３ ２２ １８
２６ １７ ２６ １９
１９ ２１ ２３ １７

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
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① 从系数矩阵的每行元素减去该行的最小元素得
１５ １８ ２１ ２４
１９ ２３ ２２ １８
２６ １７ １６ １９
１９ ２１ ２３ １７

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

－１５
－１８
－１６
－１７

→

０ ３ ６ ９
１ ５ ４ ０
１０ １ ０ ３
２ ４ ６ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝Ｂ

② 从 Ｂ的每列元素减去该列的最小元素得
０ ３ ６ ９
１ ５ ４ ０
１０ １ ０ ３
２ ４ ６ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

－０　 －１　 －０　 －０

→

０ ２ ６ ９
１ ４ ４ ０
１０ ０ ０ ３
２ ３ ６ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝Ａ

此时系数矩阵每行每列都有元素 ０
下面进行试指派，以寻求最优解
先给 ａ１１加圈，然后给 ａ２４加圈，划掉 ａ４４

给 ａ３２加圈，划掉 ａ３３得

⓪ ２ ６ ９
１ ４ ４ ⓪
１０ ⓪ ０／ ３
２ ３ ６ ０／

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

此时⓪的数目为 ３＜４，试指派不成功，转入下一步．
给第 ４行打􀳫号，给第 ４列打􀳫号，给第 ２行打􀳫号．将第 １，３行画一横线，将第 ４列画一纵线，得
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

－

－

－

－ ⓪ － ２ － ６ － ９ －
｜

１ ４ ４ ⓪
｜

－ １０ － ⓪ － ０／ － ３ －
｜

２ ３ ６ ０／

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

－

􀳫

－

􀳫
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｜
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 􀳫
变换矩阵得：

⓪ ２ ６ １０
０／ ３ ３ ⓪
１０ ⓪ ０／ ４
１ ２ ５ ０／

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

给第 １，４列打􀳫，对第 １，２，４行打􀳫，给第 １，４列画一纵线，第 ３行画一横线得：
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　 　 　 　 ｜ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｜

－

⓪ ２ ６ １０
｜ ｜
０／ ３ ３ ⓪
｜ ｜

－ １０ － ⓪ － ０／ － ４ －
｜ ｜
１ ２ ５ ０／

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

􀳫

􀳫

－

􀳫
　 　 　 　 ｜ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｜
　 　 　 　 􀳫　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 􀳫
变换矩阵得：

０ ０ ４ １０
０ １ １ １
１２ ０ ０ ６
１ ０ ３ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

则

　 　 Ａ　 　 Ｂ　 　 Ｃ　 　 Ｄ
甲

乙

丙

丁

０／ ⓪ ４ １０
⓪ １ １ １
１２ ０／ ⓪ ６
１ ０／ ３ ⓪

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

得最优指派方案为：
甲—Ｂ，乙—Ａ，丙—Ｃ，丁—Ｄ

所消耗的总时间为：１８＋１９＋１６＋１７＝ ７０．
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第 ７章　 无约束问题

１􀆰 掌握梯度的概念．
２􀆰 掌握凸函数和凹函数的定义．
３􀆰 掌握二次型的类型．
４􀆰 理解凸规划的定义．
５􀆰 掌握斐波那契法和黄金分割法．
６􀆰 掌握最速下降法，共轭梯度法，变尺度法，步长加速法．

１􀆰 一般说来，解非线性规划问题要比解线性规划问题困难得多．而且，也不像线性规划有单纯形法
这一通用方法．非线性规划目前还没有适于各种问题的一般算法，各个方法都有自己特定的适用范围．

２􀆰 在解无约束极值问题时常用迭代法，迭代法一般分为两大类：一类要用到函数的一阶导数和
（或）二阶导数，由于用到了函数的解析性质，故称为解析法．另一类在迭代过程中仅用到函数值，而不要
求函数的解析性质，这类方法称为直接法．一般说来，直接法的收敛速度较慢，只是在变量较少时才适
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用．但是直接法的迭代步骤简单，特别是当目标函数的解析表达式十分复杂，甚至写不出具体表达式时，
它们的导数很难求得，或者根本不存在，这时解析法就不起作用了．

１􀆰 试计算以下各函数的梯度和 Ｈｅｓｓｅ矩阵．
（１） ｆ（Ｘ）＝ ｘ２

１
＋ｘ２

２
＋ｘ２

３

（２） ｆ（Ｘ）＝ ｌｎ（ｘ２
１
＋ｘ１ｘ２

＋ｘ２
２）

（３） ｆ（Ｘ）＝ ３ｘ１ｘ
２
２
＋４ｅｘ

１
ｘ
２

（４） ｆ（Ｘ）＝ ｘｘ２１ ＋ｌｎ（ｘ１ｘ２）

【解】 　 （１） Δｆ（Ｘ）＝ ∂ｆ
∂ｘ１

，
∂ｆ
∂ｘ２

，
∂ｆ
∂ｘ３

( ) ＝（２ｘ１，２ｘ２，２ｘ３）
Ｔ

Ｈ（ｘ）＝

∂２ ｆ
∂ｘ２

１

∂２ ｆ
∂ｘ１∂ｘ２

∂２ ｆ
∂ｘ１∂ｘ２

∂２ ｆ
∂ｘ２∂ｘ１

∂２ ｆ
∂ｘ２

２

∂２ ｆ
∂ｘ２∂ｘ３

∂２ ｆ
∂ｘ３∂ｘ１

∂２ ｆ
∂ｘ３∂ｘ２

∂２ ｆ
∂ｘ２

３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝
２ ０ ０
０ ２ ０
０ ０ ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

（２） Δｆ（Ｘ）＝
２ｘ１

＋ｘ２

ｘ２
１
＋ｘ１ｘ２

＋ｘ２
２

，
ｘ１

＋２ｘ２

ｘ２＋ｘ１ｘ２
＋ｘ２

２

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

Ｈ（ｘ）＝ １
（ｘ２

１
＋ｘ１ｘ２

＋ｘ２
２）

２

－２ｘ２
１
－２ｘ１ｘ２

＋ｘ２
２

－ｘ２
１
－４ｘ１ｘ２

－ｘ２
２

－ｘ２
１
－４ｘ１ｘ２

－ｘ２
２ ｘ２

１
－２ｘ１ｘ２

－２ｘ２
２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

（３） Δｆ（Ｘ）＝ （３ｘ２
２
＋４ｘ２ｅ

ｘ
１
ｘ
２，６ｘ１ｘ２

＋４ｘ１ｅ
ｘ
１
ｘ
２） Ｔ

Ｈ（ｘ）＝
４ｘ２

２ｅ
ｘ
１
ｘ
２ ６ｘ２

＋４ｅｘ
１
ｘ
２（１＋ｘ１ｘ２）

６ｘ２
＋４ｅｘ

１
ｘ
２（１＋ｘ１ｘ２） ６ｘ１

＋４ｘ２
１ｅ

ｘ
１
ｘ
２

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

（４） Δｆ（Ｘ）＝ ｘ２ｘ
ｘ
２
－１

１ ＋ １
ｘ１

，ｘｘ２１ ｌｎ ｘ１
＋ １
ｘ２

( )
Ｔ

Ｈ（ｘ）＝
ｘ２（ｘ２

－１）ｘｘ２－２１ － １
ｘ２

ｘ２ｘ
ｘ
２
－２

１ ｌｎ ｘ１
＋ｘｘ２－１１

ｘ２ｘ
ｘ
２
－１

１ ｌｎ ｘ１
＋ｘｘ２－１１ ｘｘ２１ （ｌｎ ｘ１）

２－ １
ｘ２

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

２􀆰 已知 ｆ（ｘ）＝ ４－７ｘ＋ｘ２，要求：
（１） 计算该函数在 ｘ０

＝ ２点的值；
（２） 利用 ｆ（ｘ）的导数及（１）的结果求 ｆ（ｘ）在 ｘ＝ ４这一点的值．
【解】 　 （１） ｆ（ｘ０

＝ ２）＝ ４－７×２＋４＝ －６
（２） ｆ′（ｘ）＝ ２ｘ－７，　 ｆ″（ｘ）＝ ２，　 ｆ‴（ｘ）＝ ０

ｆ＝ ｆ（ｘ０）＋ｆ′（ｘ０）（ｘ－ｘ０）＋
ｆ″（ｘ０）
２！

（ｘ－ｘ０）
２



第 ７章　 无约束问题 １２１　　 　

３􀆰 ｆ（ｘ）＝ ｘ２
１
＋ｘ１ｘ２

＋ｘ２
２，已知 Ｘ∗ ＝（ｘ１，ｘ２）＝ （２，３）时，ｆ（ｘ）＝ １９，求 ｆ（ｘ）在 ｘ＝（３，５）的值．

【解】 　 ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ∗）＋ ∂ｆ
∂ｘ１

( )
∗

＋ ∂ｆ
∂ｘ２

( )
∗

Δｘ２
＋ １

２
ΔｘＴ［Ｈ（ｘ）］Δｘ

∵ ΔｘＴ ＝（１，２）
∂ｆ
∂ｘ１

＝ ２ｘ１
＋ｘ２，　

∂ｆ
∂ｘ２

＝ ２ｘ２
＋ｘ１，

∂ｆ
∂ｘ１∂ｘ２

＝ １，　 ∂２ ｆ
∂ｘ２

１

＝ ２，　 ∂２ ｆ
∂ｘ２

２

＝ ２，　 ∂２ ｆ
∂ｘ２∂ｘ１

＝ １

∴ Ｈ（ｘ）＝

∂２ ｆ
∂ｘ２

１

∂２ ｆ
∂ｘ１∂ｘ２

∂２ ｆ
∂ｘ２∂ｘ１

∂２ ｆ
∂ｘ２

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝
２ １
１ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

由此

ｆ（Ｘ）＝ １９＋７×１＋８×２＋ １
２
（１，２）

２ １
１ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

１
２

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ４９

４􀆰 用斐波那契法求函数：
ｆ（ｘ）＝ －３ｘ２＋２１􀆰 ６ｘ＋１
在区间［０，２５］上的极大值点，要求缩短后的区间长度不小于原区间长度的 ８％．

【解】 　 ｆ（ｘ）为严格凹函数，因 δ＝ ０􀆰 ０８，Ｆｎ＝ １
δ

＝ １２􀆰 ５，由书中表 ６ １查得 ｎ＝ ６，再由公式（６􀆰 ３３）计

算得

ｔ１ ＝ ｂ０
＋
Ｆ５

Ｆ６
（ａ０

－ｂ０）＝ ２５＋ ８
１３

（０－２５）＝ ９􀆰 ６１５ ４

ｔ１１ ＝ａ０
＋
Ｆ５

Ｆ６
（ｂ０

－ａ０）＝ ０＋ ８
１３

（２５－０）＝ １５􀆰 ３８４ ６

ｆ（ ｔ１）＝ －６８􀆰 ６７１ ５＞ｆ（ ｔ１１）＝ －３７６􀆰 ７５０ ４
故取

ａ１
＝ ０，　 ｂ１

＝ １５􀆰 ３８４ ６，　 ｔ１２ ＝ ９􀆰 ６１５ ４，ｔ２ ＝ ｂ１
＋
Ｆ４

Ｆ５
（ａ１

－ｂ１）＝ ５􀆰 ７６９ ２

因 ｆ（ ｔ２）＝ ２５􀆰 ７６２ ４＞ｆ（ ｔ１２）
故取

ａ２
＝ ０，　 ｂ２

＝ ９􀆰 ６１５ ４，　 ｔ１３ ＝ ５􀆰 ７６９ ２，ｔ３ ＝ ｂ２
＋
Ｆ３

Ｆ４
（ａ２

－ｂ２）＝ ３􀆰 ８４６ ２

因 ｆ（ ｔ３）＝ ３９􀆰 ６９８＞ｆ（ ｔ１３）
故取

ａ３
＝ ０，　 ｂ３

＝ ５􀆰 ７６９ ２，　 ｔ１４ ＝ ３􀆰 ８４６ ２，ｔ４ ＝ ｂ３
＋
Ｆ２

Ｆ３
（ａ３

－ｂ３）＝ １􀆰 ９２３ １

因 ｆ（ ｔ４）＝ ３１􀆰 ４４４＜ｆ（ ｔ１４）
故取

ａ４
＝ １􀆰 ９２３ １，　 ｂ４

＝ ５􀆰 ７６９ ２，　 ｔ５ ＝ １􀆰 ９２３ １
并令 ε＝ ０􀆰 ０１



　 １２２　　 运筹学全程学习指导与习题精解

ｔ′５ ＝ａ４
＋ １

２
＋ε( ) （ｂ４

－ａ４）＝ ３􀆰 ８５０

因 ｆ（ ｔ′５）＝ ３９􀆰 ６９２ ４＞ｆ（ ｔ５）
故取

ａ５
＝ ３􀆰 ８５，　 ｂ５

＝ ５􀆰 ７６９ ２
因 ｆ（ ｔ′５）＜ｆ（ ｔ３）
故 ｔ３ ＝ ３􀆰 ８６４ ２为近似最优点．
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　 　 ５􀆰 用步长加速法求下述函数的极小点：
ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ３ｘ２

１
＋ｘ２

２
－１２ｘ１

－８ｘ２

取初始点为 Ｘ（０）＝ （１，１） Ｔ，其初始步 Δ＝（０􀆰 ５，０􀆰 ５） Ｔ ．
【解】 　 题中给定初始点 Ｘ（０）＝ （１，１） Ｔ，初始步长 Δ＝（０􀆰 ５，０􀆰 ５） Ｔ，由此出发进行探索．在有
Ｘ（１）

１ ＝ １＋０􀆰 ５＝ １􀆰 ５

ｆ（１􀆰 ５，１）＝ ３× ３
２( )

２

＋１２－１２× ３
２

－８×１＝ －１８􀆰 ２５＜ｆ（１，１）

Ｘ（１）
２ ＝ １＋０􀆰 ５＝ １􀆰 ５，　 ｆ（１􀆰 ５，１􀆰 ５）＝ －２１􀆰 ０＜ｆ（１􀆰 ５，１）

得新的基点

Ｘ（１）＝ （１􀆰 ５，１􀆰 ５），　 ｆ（Ｘ（１） ）＝ －２１􀆰 ０
由 Ｘ（１）和 Ｘ（０）确定第一模矢，并求得第一模矢的初始临时矢点．
Ｘ（２）＝ Ｘ（０） ＋２（Ｘ（１） －Ｘ（０） ）＝ ２Ｘ（１） －Ｘ（０）＝ （２􀆰 ０，２􀆰 ０） Ｔ

ｆ（Ｘ（２） ）＝ －２４􀆰 ０
再在 Ｘ（２）附近进行同上类似的探索，因有

Ｘ（３）
１ ＝ ２􀆰 ０＋０􀆰 ５＝ ２􀆰 ５，　 ｆ（２􀆰 ５，２）＝ －２３􀆰 ２５＞ｆ（２􀆰 ２）

Ｘ（３）
１ ＝ ２􀆰 ０－０􀆰 ５＝ １􀆰 ５，　 ｆ（１􀆰 ５，２）＝ －２３􀆰 ２５＞ｆ（２，２）

Ｘ（３）
２ ＝ ２􀆰 ０＋０􀆰 ５＝ ２􀆰 ５，　 ｆ（２􀆰 ０，２􀆰 ５）＝ －２５􀆰 ７５＜ｆ（２，２）

又得新的基点

Ｘ（３）＝ （２􀆰 ０，２􀆰 ５） Ｔ，　 ｆ（Ｘ（３） ）＝ －２５􀆰 ７５
由 Ｘ（３）和 Ｘ（１）确定第二模矢，并求得第三模矢的初始临时矢点．
Ｘ（４）＝ ２Ｘ（３） －Ｘ（１）＝ （２􀆰 ５，３􀆰 ５） Ｔ，　 ｆ（Ｘ（４） ）＝ －２７

在 Ｘ（４）附近探索，有
Ｘ（５）

１ ＝ ２􀆰 ５＋０􀆰 ５＝ ３􀆰 ０，　 ｆ（３􀆰 ０，３􀆰 ５）＝ －２４􀆰 ７５＞ｆ（２，２􀆰 ５）
Ｘ（５）

１ ＝ ２􀆰 ５－０􀆰 ５＝ ２􀆰 ０，　 ｆ（２􀆰 ０，３􀆰 ５）＝ －２７􀆰 ７５＜ｆ（２，２􀆰 ５）
Ｘ（５）

２ ＝ ３􀆰 ５＋０􀆰 ５＝ ４􀆰 ０，　 ｆ（２􀆰 ０，４􀆰 ０）＝ －２８􀆰 ０＜ｆ（２，３􀆰 ５）
故又得新的基点

Ｘ（５）＝ （２１０，４􀆰 ０） Ｔ，　 ｆ（Ｘ（５） ）＝ －２８􀆰 ０
由 Ｘ（５）和 Ｘ（３）确定第三模矢，求得该模矢的初始临时点

Ｘ（６）＝ ２Ｘ（５） －Ｘ（３）＝ （２􀆰 ０，５􀆰 ５） Ｔ，　 ｆ（Ｘ（６） ）＝ －２５􀆰 ７５
再在 Ｘ（６）的附近探索，因有

Ｘ（７）
１ ＝ ２􀆰 ０＋０􀆰 ５＝ ２􀆰 ５，　 ｆ（２􀆰 ５，５􀆰 ５）＝ －２５＞ｆ（２，４）

Ｘ（７）
１ ＝ ２􀆰 ０－０􀆰 ５＝ １􀆰 ５，　 ｆ（１􀆰 ５，５􀆰 ５）＝ －２５＞ｆ（２，４）

Ｘ（７）
２ ＝ ５􀆰 ５＋０􀆰 ５＝ ６􀆰 ０，　 ｆ（２􀆰 ０，６􀆰 ０）＝ －２４＞ｆ（２，４）

Ｘ（７）
２ ＝ ５􀆰 ５＋０􀆰 ５＝ ５􀆰 ０，　 ｆ（２􀆰 ０，５􀆰 ０）＝ －２７＞ｆ（２，４）

可以回来在 Ｘ（５）附近以
Δ
２
的步长探索，最后结果 Ｘ（５）＝ （２􀆰 ０，４􀆰 ０） Ｔ 为最优解．

６􀆰 用变尺度法求二次函数

ｆ（Ｘ）＝ １
２
ＸＴＡＸ

的极小点，其中 Ａ＝
１ １
１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．
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【解】 　 从 Ｘ（０）＝ （１，１） Ｔ 开始，并取

Ｈ（０）＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆ（Ｘ）＝ １
２
ｘ２
１
＋ｘ１ｘ２

＋ｘ２
２

Δｆ（Ｘ）＝ ∂ｆ
∂ｘ１

，
∂ｆ
∂ｘ２

( ) ＝（ｘ１
＋ｘ２，ｘ１

＋２ｘ２）
Ｔ

Δｆ（Ｘ（０） ）＝ （１＋１，１＋２） Ｔ ＝（２，３） Ｔ

Ｐ（０）＝ －Ｈ（０） Δｆ（Ｘ（０） ）＝ －
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－２
－３

æ

è
ç

ö

ø
÷

利用一维搜索，即 ｍｉｎ ｆ（Ｘ（０） ＋λＰ（０） ）

而　 Ｘ（０） ＋λＰ（０）＝
１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋λ

－２
－３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１－２λ
１－３λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

则　 ｍｉｎ ｆ（Ｘ（０） ＋λＰ（０） ）
＝ ｍｉｎ ｆ（１－２λ，１－３λ） Ｔ）

＝ １
２
（１－２λ，１－３λ）

１ １
１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－２λ
１－３λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ｍｉｎ １
２ ［（１－２λ） ２＋２（１－２λ）（１－３λ）＋２（１－３λ） ２］{ }

由对 λ的导数为 ０，即
２（１－２λ）（－２）＋２×（－２）（１－３λ）＋２（１－２λ）（－３）＋４（１－３λ）（－３）＝ ０

即得驻点 λ０ ＝
１３
３４

Ｘ（１）＝ Ｘ（０） ＋λ０Ｐ（０）＝
１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋１３

３４
－２
－３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ８

３４，
－１５
３４( )

Ｔ

ΔＸ（１）＝ ８
３４

－ ５
３４，

８
３４

－１０
３４( )

Ｔ

＝ ３
３４，

－ ２
３４( )

Ｔ

Δ Ｘ（０） ＜Ｘ（１） －Ｘ（０）＝ ８
３４，

－１５
３４( )

Ｔ

－（１，１） Ｔ＞ －２６
３４，

－４９
３４( )

Ｔ

ΔＧ（０）＝ Δｆ（Ｘ（１） ）－ Δｆ（Ｘ（０） ）＝ ３
３４，

－ ２
３４( )

Ｔ

－（２，３） Ｔ ＝ －６５
３４，

－１０４
３４( )

Ｔ

Ｈ（１）＝ Ｈ（０） ＋ΔＸ
（０）（ΔＸ（０） ） Ｔ

（ΔＧ（０） ） ＴΔＸ（０） －
Ｈ（０）ΔＧ（０）（ΔＧ（０） ） Ｔ Ｈ（０）

（ΔＧ（０） ） Ｔ Ｈ（０）ΔＧ（０）

＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （２，３） Ｔ（２，３）

－６５
３４，

－１０４
３４( ) －２６

３４，
－４９
３４( )

Ｔ－

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ －６５

３４，
－１０４
３４( )

Ｔ

－６５
３４，

－１０４
３４( )

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

－６５
３４，

－１０４
３４( )

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ －６５

３４，
－１０４
３４( )

Ｔ

＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋６ ７８６

３４２

４ ６
６ ９

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ３４２

６５２＋１０４２·
１

３４２

６５２ ６５×１０４
１０４×６５ １０４２

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋６ ７８６

３４２

４ ６
６ ９

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

６５２＋１０４２

６５２ ６５×１０４
１０４×６５ １０４２

æ

è
ç

ö

ø
÷
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Ｐ（１）＝ －Ｈ（１） Δｆ（Ｘ（１） ）＝ －８
×１３
３４２ ，

１５×１３
３４２

æ
è
ç

ö
ø
÷

Ｔ

再由一维搜索

ｍｉｎ
λ
ｆ（Ｘ（１） ＋λＰ（１） ）＝ ｍｉｎｆ

λ

８
３４，

－１５
３４( )

Ｔ

＋λ －８
×１３
３４２ ，

１５×１３
３４２

æ
è
ç

ö
ø
÷

Ｔ
æ
è
ç

ö
ø
÷

得　 λ１ ＝
３４
１３

从而

Ｘ（２）＝ Ｘ（１） ＋λ１Ｐ（１） ＋ ８
３４，

－１５
３４( )

Ｔ

＋λ１Ｐ（１）

＝ ８
３４，

－１５
３４( )

Ｔ

＋３４
１３

－８
×１３
３４２ ，

１５×１３
３４２

æ
è
ç

ö
ø
÷

＝（０，０） Ｔ

Δｆ（Ｘ（２） ）＝ （０，０） Ｔ
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第 ８章　 约束极值问题

１􀆰 掌握库恩—塔克条件．
２􀆰 掌握二次规划定义及其解法．
３􀆰 会用可行方向法解非线性规划问题．
４􀆰 掌握求解非线性规划问题的制约函数法．

带有约束条件的极值问题称为约束极值问题，也叫规划问题．
非线性规划的一般形式为

ｍｉｎ ｆ（Ｘ）
ｈｉ（Ｘ）＝ ０　 （ ｉ＝ １，２，…，ｍ）

ｇｊ（Ｘ）≥０　 （ ｊ＝ １，２，…，ｌ）
{

求解约束极值问题要比求解无约束极值问题困难得多，对极小化问题来说，除了要使目标函数在每次迭
代有所下降外，还要时刻注意解的可行性问题（某些算法除外），这就给寻优工作带来了很大的困难，为
简化工作，可采用以下方法：将约束问题化为无约束问题，将非线性规划问题化为线性规划问题，以及能
将复杂问题变换为较简单问题的其他方法．

８􀆰 １　 在某一试验中变更条件 ｘｉ 四次，测得相应的结果 ｙｉ 示于表 ８ １，试为这一试验拟合一条直
线，使在最小二乘意义上最好地反映这项试验的结果（仅要求写出数学模型） ．



第 ８章　 约束极值问题 １２７　　 　

表 ８ １

ｘｉ ２ ４ ６ ８

ｙｉ １ ３ ５ ６

　 　 【解】 　 设直线为 ｙ＝ａ０
＋ａｘ，则有：

ｍｉｎ ｚ＝（ａ０
＋２ａ－１） ２＋（ａ０

＋４ａ－３） ２＋（ａ０
＋６ａ－５） ２＋（ａ０

＋８ａ－６） ２

∂ｚ
∂ａ０

＝ ０

∂ｚ
∂ａ

＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

８􀆰 ２　 有一线性方程组如下

ｘ１
－２ｘ２

＋３ｘ３
＝ ２

３ｘ１
－２ｘ２

＋ｘ３
＝ ７

ｘ１
＋ｘ２

－ｘ３
＝ １

ì

î

í

ï
ï

ïï

现欲用无约束极小化方法求解，试建立数学模型并说明计算原理．

【解】 　 （１） 建立数学模型

ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ （ｘ１
－２ｘ２

＋３ｘ３
－２） ２＋（３ｘ１

－２ｘ２
＋ｘ３

－７） ２＋（ｘ１
＋ｘ２

－ｘ３
－１） ２

（２） 计算原理

梯度法（最速下降法）

① 给定初始近似点 Ｘ（０）不妨为（０，０，０），精度 ε＞０，不妨为 ε＝ ０􀆰 ０１，若

‖ Δｆ（Ｘ（０） ）‖２≤ε

则 Ｘ（０）即为近似极小点．

② 若‖ Δｆ（Ｘ（０） ）‖２＞ε，求步长 λ０并计算

Ｘ（１）＝ Ｘ（０） －λ０

Δｆ（Ｘ（０） ）

步长求法用近似最佳步长．

③ 一般地，若‖ Δｆ（Ｘ（ｋ） ）‖２≤ε，则 Ｘ（ｋ）即为所求的近似解；若

‖ Δｆ（Ｘ（ｋ） ）‖２＞ε

则求步长 λｋ 并确定下一个近似点

Ｘ（ｋ＋１）＝ Ｘ（ｋ） －λｋ

Δｆ（Ｘ（ｋ） ）

如此继续，直至达到要求的精度为止．

近似最佳步长求法

ｆ（λ）＝ ｆ（Ｘ（ｋ） －λ Δｆ（Ｘ（ｋ） ））

＝ ｆ（Ｘ（ｋ） ）－ Δｆ（Ｘ（ｋ） ） Ｔλ Δｆ（Ｘ（ｋ） ）＋ １
２
λ Δｆ（Ｘ（ｋ） ） ＴＨ（Ｘ（ｋ） ）λ Δｆ（Ｘ（ｋ） ）

由
ｄｆ
ｄλ

＝ ０，求出步长 λ．

８􀆰 ３　 试判定下述非线性规划是否为凸规划：
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（１）

ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ｘ２
１
＋ｘ２

２
＋８

ｘ２
１
－ｘ２≥０

－ｘ１
－ｘ２

２
＋２＝ ０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２）

ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ２ｘ２
１
＋ｘ２

２
＋ｘ２

３
－ｘ１ｘ２

ｘ２
１
＋ｘ２

２≤４

５ｘ２
１
＋ｘ３

＝ １０

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

　 　 【解】 　 （１）
ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ｘ２

１
＋ｘ２

２
＋８

ｇ１（Ｘ）＝ ｘ２
１
－ｘ２≥０

ｇ２（Ｘ）＝ －ｘ１
－ｘ２

２
＋２＝ ０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ｆ（Ｘ），ｇ１（Ｘ），ｇ２（Ｘ）的海赛矩阵的行列式：

｜Ｈ ｜ ＝
∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ２

１

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ１∂ｘ２

＝
２ ０
０ ２

＝ ４＞０

｜ ｇ１ ｜ ＝

∂２ｇ１（Ｘ）

∂ｘ２
１

∂２ｇ１（Ｘ）
∂ｘ１∂ｘ２

∂２ｇ１（Ｘ）
∂ｘ２∂ｘ１

∂２ｇ１（Ｘ）

∂ｘ２
２

＝
２ ０
０ ０

＝ ０

｜ ｇ２ ｜ ＝

∂２ｇ２（Ｘ）

∂ｘ２
１

∂２ｇ２（Ｘ）
∂ｘ１∂ｘ２

∂２ｇ２（Ｘ）
∂ｘ２∂ｘ１

∂２ｇ２（Ｘ）

∂ｘ２
２

＝
０ ０
０ －２

＝ ０

知 ｆ（Ｘ）为严格凸函数，ｇ１（Ｘ），ｇ２（Ｘ）为凹函数，所以是一个凸规划问题．

（２）
ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ２ｘ２

１
＋ｘ２

２
＋ｘ２

３
－ｘ１ｘ２

ｇ′１（Ｘ）＝ ｘ２
１
＋ｘ２

２≤４⇔ｇ１（Ｘ）＝ －（ｘ２
１
＋ｘ２

２）＋４≥０

ｇ２（Ｘ）＝ ５ｘ２
１
＋ｘ３

＝ １０

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

同上有 ｆ（Ｘ），ｇ１（Ｘ），ｇ２（Ｘ）的海赛矩阵的行列式

｜Ｈ ｜ ＝

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ２

１

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ１∂ｘ２

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ１∂ｘ３

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ２∂ｘ１

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ２

２

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ２∂ｘ３

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ３∂ｘ１

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ３∂ｘ２

∂２ ｆ（Ｘ）
∂ｘ２

３

＝ １４＞０
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｜ ｇ１ ｜ ＝ ０， ｜ ｇ２ ｜ ＝ ０是凸规划问题．

８􀆰 ４　 试用斐波那契法求函数
ｆ（ｘ）＝ ｘ２－６ｘ＋２

在区间［０，１０］上的极小点，要求缩短后的区间长度不大于原区间长度的 ８％．
【解】 　 函数求值次数 ｎ＝ ８；最终区间为

［ａ７，ｂ７］ ＝［２􀆰 ９４２，３􀆰 ２３６］

近似极小点为 ｔ＝ ２􀆰 ９４７

近似极小值为 ｆ（２􀆰 ９４７）＝ ２􀆰 ９４７２－６×２􀆰 ９４７＋２＝ －６􀆰 ９９７

由
ｄｆ
ｄｘ

＝ ２ｘ－３＝ ０，得 ｘ＝ ３
２

故精确解为 ｔ∗ ＝ ３
２
，　 ｆ（ ｔ∗）＝ ３

２( )
２

－６× ３
２

＋２＝ －１９
４

８􀆰 ５　 试用 ０􀆰 ６１８法重做习题 ８．４，并将计算结果与用斐波那契法所得计算结果进行比较．
【解】 　 函数求值次数 ｎ＝ ９，最终区间为

［ａ８，ｂ８］ ＝［２􀆰 ９１８，３􀆰 １３１］

近似极小点为 ｔ＝ ３􀆰 ０５

近似极小值 ｆ（３􀆰 ０５）＝ ３􀆰 ０５２－６×３􀆰 ０５＋２＝ －６􀆰 ９９８
８􀆰 ６　 试用最速下降法求解

ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ｘ２
１
＋ｘ２

２
＋ｘ２

３

选初始点 Ｘ（０）＝ （２，－２，１） Ｔ，要求做三次迭代，并验证相邻两步的搜索方向正交．

【解】 　 Δｆ（ｘ）＝ ∂ｆ
∂ｘ１

，
∂ｆ
∂ｘ２

，
∂ｆ
∂ｘ３

( )
Ｔ

＝（２ｘ１，２ｘ２，２ｘ３）
Ｔ

计算结果如表 ８ ２．
表 ８ ２

迭代次数 ｋ λｋ Ｘ（ｋ） Δｆ（Ｘ（ｋ） ）

０ ３
８

（２，－２，１） （４，－４，４）

１ ３
１０

１
２ ，－

１
２ ，－

１
２( ) （１，－１，－２）

２
３
８

２
１０，

－ ２
１０，

１
１０( ) ４

１０，
－ ４
１０，

４
１０( )

３ １
２０，

－ １
２０，

－ １
２０( ) １

１０，
－ １
１０，

－ ２
１０( )

　 　 由（４，－４，４），（１，－１，－２） ４
１０，

－ ４
１０，

４
１０( ) ， １

１０，
－ １
１０，

－ ２
１０( )可知相邻两步的搜索方向正交．

８􀆰 ７　 试用最速下降法求函数
ｆ（Ｘ）＝ －（ｘ１

－２） ２－２ｘ２
２

的极大点．先以 Ｘ（０）＝ （０，０） Ｔ 为初始点进行计算，求出极大点；再以 Ｘ（０） ＝ （０，１） Ｔ 为初始点进行两次迭

代．最后比较从上述两个不同初始点出发的寻优过程．
【解】 　 求 ｆ（Ｘ）＝ －（ｘ１

－２） ２－２ｘ２
２的极大点，即求 ｇ（Ｘ）＝ （ｘ１

－２） ２＋２ｘ２
２的极小点．

（１） 取初始点 Ｘ（０）＝ （０，０） Ｔ，取精度 ε＝ ０􀆰 １
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Δｇ（Ｘ）＝ ［２（ｘ１
－２），４ｘ２］

Ｔ，　 Δｇ（Ｘ（０） ）＝ （－４，０） Ｔ

‖ Δｇ（Ｘ（０） ）‖２ ＝（ （－４） ２＋０２ ） ２ ＝ １６＞ε

Ｈ（Ｘ）＝
２ ０
０ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

λ０ ＝

Δｇ（Ｘ（０） ） Ｔ Δｇ（Ｘ（０） ）

Δｇ（Ｘ（０） ） ＴＨ（Ｘ（０） ） Δｇ（Ｘ（０） ）
＝

（－４，０）
－４
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

（－４，０）
２ ０
０ ４

æ

è
ç

ö

ø
÷

－４
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １６
３２

＝ １
２

Ｘ（１）＝ Ｘ（０） －λ０

Δｇ（Ｘ（０） ）＝
０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
－４
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

２
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δｇ（Ｘ（１） ）＝ ［２（２－２），４×０］ Ｔ ＝（０，０） Ｔ

即 Ｘ（１）即为极小点．
∴ （２，０）为 ｆ（Ｘ）的极大点．
（２） 取初始点 Ｘ（０）＝ （０，１） Ｔ，取精度 ε＝ ０􀆰 １，同上方法进行两次迭代有：

两次步长 λ０ ＝
１
３
，　 λ１ ＝

１
３

两次迭代结果

Ｘ（１）＝

４
３

－ １
３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，　 Ｘ（２）＝

１６
９
１
９

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

比较：对于目标函数的等值线为椭圆的问题来说，椭圆的圆心即为最小值，负梯度方向指向圆心，但
初值点与圆心在同一水平直线上时，收敛很快，即尽量使搜索路径呈现较少的直角锯齿状．

８􀆰 ８　 试用牛顿法重解习题 ８．６．
【解】 　 ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ｘ２

１
＋ｘ２

２
＋ｘ２

３，　 Ｘ（０）＝ （２，－２，１） Ｔ

Δｆ（Ｘ）＝ （２ｘ１，２ｘ２，２ｘ３）
Ｔ，　 Δｆ（Ｘ（０） ）＝ （４，－４，２） Ｔ

∵ Ｈ（Ｘ（０） ）＝
２ ０ ０
０ ２ ０
０ ０ ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

∴ Ｈ（Ｘ（０） ） －１ ＝

１
２ ０ ０

０
１
２ ０

０ ０
１
２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

Ｘ ＝Ｘ（０） －Ｈ（Ｘ（０） ） －１ Δｆ（Ｘ（０） ）

＝
２
－２
１

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
－

１
２ ０ ０

０
１
２ ０

０ ０
１
２

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

４
－４
２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

０
０
０

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

８􀆰 ９　 试用牛顿法求解
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ｍａｘ ｆ（Ｘ）＝ １
ｘ２
１
＋ｘ２

２
＋２

取初始点 Ｘ（０）＝ （４，０） Ｔ，用最佳步长进行．然后采用固定步长 λ＝ １，观察迭代情况，并加以说明．
【解】 　 令 ｆ（Ｘ）－１ ／ Ｆ（Ｘ）＝ １ ／ （ｘ２

１＋ｘ２
２＋２），要求 ｍａｘｆ（Ｘ），即求 ｍｉｎＦ（Ｘ） ．仿照 ８．８题的解法，由题意

可知，
Ｘ（０）＝ （４，０） Ｔ， ΔＦ（Ｘ）＝ （２ｘ１，２ｘ２） Ｔ

解得　 ΔＦ（Ｘ）＝ （８，０） Ｔ，Ｈ（Ｘ（０） ）＝
２ ０
０ ２

é

ë
êê

ù

û
úú ，Ｈ（Ｘ（０） ） －１ ＝

１
２ ０

０
１
２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

故　 Ｘ＝Ｘ（０） －Ｈ（Ｘ（０） ） －１ ΔＦ（Ｘ（０） ）＝
４
０

é

ë
êê

ù

û
úú －

１ ／ ２ ０
０ １ ／ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

８
０

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

０
０

é

ë
êê

ù

û
úú

即极大点为 Ｘ∗ ＝（０，０） Ｔ，ｆ（Ｘ∗）＝ １ ／ （０２＋０２＋２）＝ １ ／ ２．
由以上步骤可知步长 λ＝ １．因此当采用固定步长 λ＝ １时，迭代情况与采用最佳步长情形一致．由于

Ｆ（Ｘ）是二次函数，并且 Ｈ（Ｘ（０） ）为常数正定矩阵，因此从任一点出发只要一步就可求出 ｍｉｎＦ（Ｘ），即
ｍａｘｆ（Ｘ） ．

８􀆰 １０　 试用共轭梯度法求二次函数

ｆ（Ｘ）＝ １
２
ＸＴＡＸ

的极小点，此处

Ａ＝
１ １
１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

【解】 　 ∵ Ａ＝
１ １
１ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

ｆ（Ｘ）＝ １
２
ＸＴＡＸ＝ １

２
（ｘ２

１
＋２ｘ１ｘ２

＋２ｘ２
２）

Δｆ（Ｘ）＝ ∂ｆ
∂ｘ１

，
∂ｆ
∂ｘ２

[ ]
Ｔ

＝［ｘ１
＋ｘ２，ｘ１

＋２ｘ２］
Ｔ

现从 Ｘ（０）＝ （１，１） Ｔ 开始

Δｆ（Ｘ（０） ）＝ （２，３） Ｔ

Ｐ（０）＝ － Δｆ（Ｘ（０） ）＝ （－２，－３） Ｔ

λ０ ＝ －

Δｆ（Ｘ（０） ） ＴＰ（０）

（Ｐ（０） ） ＴＡＰ０ ＝ －
（２，３）

－２
－３

æ

è
ç

ö

ø
÷

（－２，－３）
１ １
１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－２
－３

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １３
３４

于是

Ｘ（１）＝ Ｘ（０） ＋λ０Ｐ（０）＝
１
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋１３

３４
－２
－３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ８

３４，
－ ５
３４( )

Ｔ

Δｆ（Ｘ（１） ）＝ ８
３４

－ ５
３４，

８
３４

－１０
３４( )

Ｔ

＝ ３
３４，

－ ２
３４( )

Ｔ
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β０ ＝

Δｆ（Ｘ（１） ） Ｔ Δｆ（Ｘ（１） ）

Δｆ（Ｘ（０） ） Ｔ Δｆ（Ｘ（０） ）
＝

３
３４，

－ ２
３４( )

３
３４

－ ２
３４

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（２，３）
２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
３４２

Ｐ（１）＝ － Δｆ（Ｘ（１） ）＋β０Ｐ（０）＝ －

３
３４

－ ２
３４

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＋ １
３４２

－２
－３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １

３４２（－１０４，６５）
Ｔ

λ１ ＝ －

Δｆ（Ｘ（１） ） ＴＰ（１）

（Ｐ（１） ） ＴＡＰ（１）

＝ －

３
３４，

－ ２
３４( ) －１０４

３４２ ，
６５
３４２

æ
è
ç

ö
ø
÷

Ｔ

－１０４
３４２ ，

６５
３４２

æ
è
ç

ö
ø
÷

１ １
１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ －１０４

３４２ ，
６５
３４２

æ
è
ç

ö
ø
÷

Ｔ ＝ －

－３×１０４－２×６５
３４３

－３９×（－１０４）＋２６×６５
３４４

＝ ３４
１３

Ｘ（２）＝ Ｘ（１） ＋λ１Ｐ（１）＝ ８
３４，

－ ５
３４( ) ＋３４

１３

－１０４
３４２

６５
３４２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝
０
０

æ

è
ç

ö

ø
÷

故得到极小值点

Ｘ（２）＝ （０，０） Ｔ

８􀆰 １１　 令 Ｘ（ ｉ）（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）为一组 Ａ共轭向量（假定为列向量），Ａ为 ｎ×ｎ对称正定阵，试证

Ａ －１ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

Ｘ（ ｉ）（Ｘ（ ｉ） ） Ｔ

（Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＸ（ ｉ）

【证明】 　 由于 Ｘ（ ｉ）（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）为 Ａ共轭，故它们线性独立．设 Ｙ为 Ｅｎ 中的任一向量，则存在 ａｉ（ ｉ
＝ １，２，…，ｎ），使

Ｙ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉＸ

（ ｉ）

用 Ａ左乘上式，得 ＡＹ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉＡＸ

（ ｉ） ＝ ａ１ＡＸ
（１） ＋ ａ２ＡＸ

（２） ＋ … ＋ ａｎＡＸ
（ｎ）

分别用 Ｘ（ ｉ）（ ｉ＝ １，２，…，ｎ）左乘上式，并考虑到共轭关系，则有
（Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＹ＝ａｉ（Ｘ

（ ｉ） ） ＴＡＸ（ ｉ） 　 （ ｉ＝ １，２，…，ｎ）
从而

ａｉ
＝ （Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＹ
（Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＸ（ ｉ） 　 （ ｉ＝ １，２，…，ｎ）……

令 Ｂ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

Ｘ（ ｉ）（Ｘ（ ｉ） ） Ｔ

（Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＸ（ ｉ）

用 ＡＹ右乘上式，得 ＢＡＹ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

Ｘ（ ｉ）（Ｘ（ ｉ） ） Ｔ

（Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＸ（ ｉ）
é
ë
êê

ù
û
úú ＡＹ

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

（Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＹ
（Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＸ（ ｉ）Ｘ

（ ｉ）

＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉＸ

（ ｉ） ＝ Ｙ
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故 ＢＡ＝Ｅ　 （单位矩阵）

即 Ａ －１ ＝ Ｂ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １

Ｘ（ ｉ）（Ｘ（ ｉ） ） Ｔ

（Ｘ（ ｉ） ） ＴＡＸ（ ｉ）

８􀆰 １２　 试用变尺度法求解
ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ （ｘ１

－２） ３＋（ｘ１
－２ｘ２）

２ ．
取初始点 Ｘ（０）＝ （０􀆰 ００，３􀆰 ００） Ｔ，要求近似极小点处梯度的模不大于 ０􀆰 ５．

【解】 　 ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ （ｘ１
－２） ３＋（ｘ１

－２ｘ２）
２

取Ｈ（０）＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Ｘ（０）＝

０􀆰 ００
３􀆰 ００

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δｆ（Ｘ）＝ ［３（ｘ１
－２），－４（ｘ１

－２ｘ２）］
Ｔ

Δｆ（Ｘ（０） ）＝ （－６，２４） Ｔ

显然‖ Δｆ（Ｘ（０） ）‖２＞ε

Ｘ（１）＝ Ｘ（０） ＋λ０Ｐ（０）＝ Ｘ（０） ＋λ０［－Ｈ（０） Δｆ（Ｘ（０） ）］

＝
０􀆰 ００
３􀆰 ００

æ

è
ç

ö

ø
÷ －λ０

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

－６
２４

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
０􀆰 ００＋６λ０

３􀆰 ００－２４λ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｆ（Ｘ（１） ）＝ （６λ０－２） ３＋［６λ０－２（３􀆰 ００－２４λ０）］ ２

令
ｄｆ（Ｘ（１） ）

ｄλ０
＝ ０，得 λ０ ＝

１９
１６５

故 Ｘ（１）＝ ［０􀆰 ００＋６λ０，３􀆰 ００－２４λ０］ Ｔ ＝（０􀆰 ６９，０􀆰 ２４） Ｔ

‖ Δｆ（Ｘ（１） ）‖２ ＝ １６􀆰 １５０ ５＞０􀆰 ５
继续迭代

ΔＸ（０）＝ Ｘ（１） －Ｘ（０）＝ （０􀆰 ６９，０􀆰 ２４） Ｔ－（０􀆰 ００，３􀆰 ００） Ｔ ＝（０􀆰 ６９，－２􀆰 ７６） Ｔ

ｆ（Ｘ（１） ）＝ －２􀆰 ２０，　 Δｆ（Ｘ（１） ）＝ （－３􀆰 ９３，－０􀆰 ８４） Ｔ

ΔＧ（０）＝ Δｆ（Ｘ（１） ）－ Δｆ（Ｘ（０） ）＝ （２􀆰 ０７，－２４􀆰 ８４） Ｔ

可得

Ｈ（１）＝ Ｈ（０） ＋ΔＸ
（０）（ΔＸ（０） ） Ｔ

（ΔＧ（０） ） ＴΔＸ（０） －
Ｈ（０）ΔＧ（０）（ΔＧ（０） ） Ｔ Ｈ（０）

（ΔＧ（０） ） Ｔ Ｈ（０）ΔＧ（０）

＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋（０􀆰 ６９，－２􀆰 ７６）

Ｔ（０􀆰 ６９，－２􀆰 ７６）
（２􀆰 ０７，－２４􀆰 ８４）（０􀆰 ６９－２􀆰 ７６） Ｔ

－

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２􀆰 ０７，－２４􀆰 ８４） Ｔ（２􀆰 ０７，－２４􀆰 ８４）

１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２􀆰 ０７，－２４􀆰 ８４）
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２􀆰 ０７，－２４􀆰 ８４） Ｔ

＝
１􀆰 ００ －０􀆰 ０６
－０􀆰 ０６ ０􀆰 １２

æ

è
ç

ö

ø
÷

故

Ｘ（２）＝ Ｘ（１） －λ Ｈ（１） Δｆ（Ｘ（１） ）＝
０􀆰 ６９
０􀆰 ２４

æ

è
ç

ö

ø
÷ －λ１

１􀆰 ００ －０􀆰 ０６
－０􀆰 ０６ ０􀆰 １２

æ

è
ç

ö

ø
÷

－３􀆰 ９３
－０􀆰 ８４

æ

è
ç

ö

ø
÷

如上求最优步长，可得

Ｘ（２）＝
０􀆰 ６９
０􀆰 ２４

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

－３􀆰 ８７９ ６
０􀆰 １３５

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

０􀆰 ６９＋３􀆰 ８７９ ６λ
０􀆰 ２４－０􀆰 １３５λ

æ

è
ç

ö

ø
÷
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ｍｉｎ ｆ（Ｘ（２） ）＝ （０􀆰 ６９＋３􀆰 ８７９ ６λ－２） ３＋（０􀆰 ６９＋３􀆰 ８７９ ６λ－２×０􀆰 ２４＋０􀆰 ２７λ） ２

＝（３􀆰 ８７９ ６λ－１􀆰 ３１） ３＋（４􀆰 １４９ ６λ＋０􀆰 ２１） ２

得 λ１ ＝ － ５
９６

，循环以上步骤．

８􀆰 １３　 试以 Ｘ（０）＝ （０，０） Ｔ 为初始点，使用
（１） 最速下降法（迭代 ４次）；
（２） 牛顿法；
（３） 变尺度法．

求解无约束极值问题 ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ２ｘ２
１
＋ｘ２

２
＋２ｘ１ｘ２

＋ｘ１
－ｘ２，并绘图表示使用上述各方法的寻优过程．

【解】 　 （１） 用最速下降法：
Ｘ（０）＝ （０，０） Ｔ，　 λ０ ＝ １

Ｘ（１）＝ （－１，１） Ｔ，　 λ１ ＝
１
５

Ｘ（２）＝ （－０􀆰 ８，１􀆰 ２） Ｔ，　 λ２ ＝ １

Ｘ（３）＝ （－１，１􀆰 ４） Ｔ，　 λ３ ＝
１
５

Ｘ（４）＝ （－０􀆰 ９６，１􀆰 ４４） Ｔ

（２） 牛顿法：

Ｘ（０）＝ （０，０） Ｔ，　 Ｈ－１ ＝

１
２

－ １
２

－ １
２ １

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

得极小点

Ｘ（１）＝ －１，
３
２( )

Ｔ

（３） 变尺度法：
Ｘ（０）＝ （０，０） Ｔ，Ｐ（０）＝ （－１，１） Ｔ，　 λ０ ＝ １

Ｘ（１）＝ （－１，１） Ｔ，　 β０ ＝ １，　 Ｐ（１）＝ （０，２） Ｔ，　 λ１ ＝
１
４

得极小点

Ｘ（２）＝ －１，
３
２( )

Ｔ

８􀆰 １４　 试用步长加速法（模矢法）求下述函数
ｆ（Ｘ）＝ ｘ２

１
＋２ｘ２

２
－４ｘ１

－２ｘ１ｘ２

的极小点，初始点 Ｘ（０）＝ （３，１） Ｔ，步长

Δ１ ＝
０􀆰 ５
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 Δ２ ＝

０
０􀆰 ５

æ

è
ç

ö

ø
÷

并绘图表示整个迭代过程．
【解】 　 第一步：
ｆ（Ｘ（０） ）＝ －７
ｆ（Ｘ（０） ＋Δ１）＝ ｆ［（３􀆰 ５，１） Ｔ］ ＝ －６􀆰 ７５＞ｆ（Ｘ（０） ）
ｆ（Ｘ（０） －Δ１）＝ ｆ［（２􀆰 ５，１） Ｔ］ ＝ －６􀆰 ７５＞ｆ（Ｘ（０） ）
∴ Ｔ１１ ＝Ｘ（０）＝ （３，１） Ｔ

ｆ（Ｔ１１＋Δ２）＝ ｆ［（３，１􀆰 ５） Ｔ］ ＝ －７􀆰 ５＜ｆ（Ｘ（０） ）
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∴ Ｔ１２ ＝（３，１􀆰 ５） Ｔ ＝Ｘ（１）

且 ｆ（Ｘ（１） ）＝ －７􀆰 ５
第二步：
Ｔ２０ ＝Ｘ（０） ＋２（Ｘ（１） －Ｘ（０） ）＝ （３，２） Ｔ

且 ｆ（Ｔ２０）＝ －７
ｆ（Ｔ２０＋Δ１）＝ ｆ［（３􀆰 ５，２） Ｔ］ ＝ －７􀆰 ７５＜ｆ（Ｔ２０）
∴ Ｔ２１ ＝（３􀆰 ５，２） Ｔ

ｆ（Ｔ２１＋Δ２）＝ ｆ［（３􀆰 ５，２􀆰 ５） Ｔ］ ＝ －６􀆰 ７５＞ｆ（Ｔ２０）
ｆ（Ｔ２１－Δ２）＝ ｆ［（３􀆰 ５，１􀆰 ５） Ｔ］ ＝ －７􀆰 ７５＜ｆ（Ｔ２０）
∴ Ｔ２２ ＝（３􀆰 ５，１􀆰 ５） Ｔ ＝Ｘ（２）

且 ｆ（Ｘ（２） ）＝ －７􀆰 ７５
第三步：
Ｔ３０ ＝Ｘ（１） ＋２（Ｘ（２） －Ｘ（１） ）＝ （４，１􀆰 ５） Ｔ

且 ｆ（Ｔ３０）＝ －７􀆰 ５
ｆ（Ｔ３０＋Δ１）＝ ｆ［（４􀆰 ５，１􀆰 ５） Ｔ］ ＝ －６􀆰 ７５＞ｆ（Ｔ３０）
ｆ（Ｔ３０－Δ１）＝ ｆ［（３􀆰 ５，１􀆰 ５） Ｔ］ ＝ －７􀆰 ７５＜ｆ（Ｔ３０）
∴ Ｔ３１ ＝（３􀆰 ５，１􀆰 ５） Ｔ

ｆ（Ｔ３１＋Δ２）＝ ｆ［（３􀆰 ５，２） Ｔ］ ＝ －７􀆰 ７５＜ｆ（Ｔ３０）
∴ Ｔ３２ ＝（３􀆰 ５，２） Ｔ ＝Ｘ（３）

且 ｆ（Ｘ（３） ）＝ －７􀆰 ７５
第四步：
Ｔ４０ ＝Ｘ（２） ＋２（Ｘ（３） －Ｘ（２） ）＝ （３􀆰 ５，２􀆰 ５） Ｔ

且 ｆ（Ｔ４０）＝ －７
ｆ（Ｔ４０＋Δ１）＝ ｆ［（４，２􀆰 ５） Ｔ］ ＝ －７􀆰 ５＜ｆ（Ｔ４０）
∴ Ｔ４１ ＝（４，２􀆰 ５） Ｔ

ｆ（Ｔ４１＋Δ２）＝ ｆ［（４，３） Ｔ］ ＝ －６＞ｆ（Ｔ４０）
ｆ（Ｔ４１－Δ２）＝ ｆ［（４，２） Ｔ］ ＝ －８＜ｆ（Ｔ４０）
∴ Ｔ４２ ＝（４，２） Ｔ ＝Ｘ（４）

且 ｆ（Ｘ（４） ）＝ －８
第五步：
Ｔ５０ ＝（４􀆰 ５，２） Ｔ

且 ｆ（Ｔ５０）＝ －７􀆰 ７５
ｆ（Ｔ５０＋Δ１）＝ ｆ［（５，２） Ｔ］ ＝ －７＞ｆ（Ｔ５０）
ｆ（Ｔ５０－Δ１）＝ ｆ［（４，２） Ｔ］ ＝ －８＜ｆ（Ｔ５０）
∴ Ｔ５１ ＝（４，２） Ｔ

ｆ（Ｔ５１＋Δ２）＝ ｆ［（４，２􀆰 ５） Ｔ］ ＝ －７􀆰 ７５＝ ｆ（Ｔ５０）
ｆ（Ｔ５１－Δ２）＝ ｆ［（４，１􀆰 ５） Ｔ］ ＝ －７􀆰 ５＞ｆ（Ｔ５０）
∴ Ｔ５２ ＝（４，２） Ｔ ＝Ｘ（５）

此时应在（４，２）附近探索，缩小步长以求得符合精度要求的结果．
但由题意知，此时最优解为 Ｘ∗ ＝（４，２） Ｔ，如图 ８ １所示．
８􀆰 １５　 分析非线性规划



　 １３６　　 运筹学全程学习指导与习题精解

图 ８ １

ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ （ｘ１
－２） ２＋（ｘ２

－３） ２

ｘ２
１
＋（ｘ２

－２） ２≥４

ｘ２≤２

ì

î

í

ïï

ïï

在以下各点的可行下降方向（使用式（８ ６）和式（８ ７））：
（１） Ｘ（１）＝ （０，０） Ｔ；　 （２） Ｘ（２）＝ （２，２） Ｔ；　 （３） Ｘ（３）＝ （３，２） Ｔ ．

并绘图表示各点可行下降方向的范围．
【解】 　 原非线性规划等同于
ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ （ｘ１

－２） ２＋（ｘ２
－３） ２

ｇ１（Ｘ）＝ ｘ２
１
＋（ｘ２

－２） ２－４≥０

ｇ２（Ｘ）＝ －ｘ２
＋２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

Δｇ１（Ｘ） Ｔ ＝（２ｘ１，２（ｘ２
－２）） Ｔ

Δｇ２（Ｘ） Ｔ ＝（０，－１） Ｔ

Δｆ（Ｘ） Ｔ ＝ ２（ｘ１
－２），２（ｘ２

－３）） Ｔ

（１） Ｘ（１）＝ （０，０） Ｔ

起作用约束的是 ｇ１（Ｘ）
∴ Δｇ１（Ｘ

（１） ） ＴＤ＝（０，－４）Ｄ＞０

Δｆ（Ｘ（１） ） ＴＤ＝（－４，－６）Ｄ＜０
得 Ｄ＝（ａ，ｂ） Ｔ 则有

－４ｂ＞０
－４ａ－６ｂ＜０{ ⇒

ｂ＜０

ａ＞－
３
２ ｂ{

存在可行下降方向

（２） Ｘ（２）＝ （２，２） Ｔ

起作用约束的是 ｇ１（Ｘ），ｇ２（Ｘ）
∵ Δｇ１（Ｘ

（２） ） ＴＤ＝（４，０）Ｄ＞０

Δｇ２（Ｘ
（２） ） ＴＤ＝（０，－１）Ｄ＞０

Δｆ（Ｘ（２） ） ＴＤ＝（０，－２）Ｄ＜０
即

４ａ＞０
－ｂ＞０
－２ｂ＜０

{ ⇒
ａ＞０
ｂ＜０　 （无可行解）
ｂ＞０

{
不存在可行下降方向
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（３） Ｘ（３）＝ （３，２） Ｔ

起作用约束的为 ｇ２（Ｘ）
∴ Δｇ２（Ｘ

（３） ） ＴＤ＝（０，－１）Ｄ＞０

Δｆ（Ｘ（３） ） ＴＤ＝（２，－２）Ｄ＜０

∴
－ｂ＞０
２ａ－２ｂ＜０{ ⇒

ｂ＜０
ａ＜ｂ{

存在可行下降方向．
８􀆰 １６　 试写出下述二次规划的 Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ条件：

ｍａｘｆ（Ｘ）＝ ＣＴＸ＋ＸＴＨＸ
ＡＸ≤ｂ
Ｘ≥０

{
其中：Ａ为 ｍ×ｎ矩阵，Ｈ为 ｎ×ｎ矩阵，Ｃ为 ｎ维列向量，ｂ为 ｍ维列向量，变量 Ｘ为 ｎ维列向量．

【解】 　 二次规划等同于
ｍｉｎｆ（Ｘ）＝ －ＣＴＸ－ＸＴＨＸ
ｇ１（Ｘ）＝ －ＡＸ＋ｂ≥０

ｇ２（Ｘ）＝ Ｘ≥０
{

设 Ｘ∗为极小点，且与 Ｘ∗点起作用约束的各梯度线性无关，这里假设 ｇ１（Ｘ）、ｇ２（Ｘ）都为起作用约束，则

存在向量 Γ∗ ＝（γ∗
１ ，…，γ∗

ｌ ） Ｔ

Δｆ（Ｘ∗） － ∑
ｌ

ｊ ＝ １
γ∗

ｊ

Δｇｊ（Ｘ
∗） ＝ ０

γ∗
ｊ ｇｊ（Ｘ

∗） ＝ ０　 （ ｊ ＝ １，２，…，ｌ）

γ∗
ｊ ≥ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

⇒

－ ＣＴ ΔＸ ｜ Ｘ ＝ Ｘ∗ － Δ（ＸＴＨＸ） ｜ Ｘ ＝ Ｘ∗ － ∑
ｌ

ｊ ＝ １
γ∗

ｊ

Δｇｊ（Ｘ
∗） ＝ ０

γ∗
ｊ ｇｊ（Ｘ

∗） ＝ ０　 （ ｊ ＝ １，２，…，ｌ）

γ∗
ｊ ≥ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

⇒

－ＣＴ ΔＸ ｜ Ｘ＝Ｘ∗－ Δ（ＸＴＨＸ） ｜ Ｘ＝Ｘ∗＋γ∗
１ Ａ ΔＸ ｜ Ｘ＝Ｘ∗－γ∗

２

ΔＸ ｜ Ｘ＝Ｘ∗ ＝ ０

γ∗
１ （－ＡＸ

∗＋ｂ）＝ ０

γ∗
２ Ｘ∗ ＝ ０

γ∗
１ ，γ∗

２ ，…，γ∗
ｌ ≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

８􀆰 １７　 试写出下述非线性规划的 Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ条件并进行求解：

（１）
ｍａｘｆ （ｘ）＝ （ｘ－３） ２

１≤ｘ≤５{ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ （ｘ－３） ２

１≤ｘ≤５{
【解】 　 （１） 等同于
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ －（ｘ－３） ２

ｇ１（ｘ）＝ ｘ－１≥０

ｇ２（ｘ）＝ －ｘ＋５≥０
{

写出目标函数和约束函数的梯度

Δｆ（ｘ）＝ －２（ｘ－３），　 Δｇ１（ｘ）＝ １，　 Δｇ２（ｘ）＝ －１

对第一个和第二个约束条件分别引入广义拉格朗日乘子 γ∗
１ ，γ∗

２ ，得 Ｋ Ｔ点为 ｘ∗，则有：
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－２（ｘ∗－３）－γ∗
１
＋γ∗

２
＝ ０

γ∗
１ （ｘ

∗－１）＝ ０

γ∗
２ （５－ｘ

∗）＝ ０

γ∗
１ ，γ∗

２ ≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

① 令 γ∗
１ ≠０，γ∗

２ ≠０，无解；

② 令 γ∗
１ ≠０，γ∗

２
＝ ０，解之得 ｘ∗ ＝ １，γ∗

１
＝ ４是 Ｋ Ｔ点，目标函数值 ｆ（ｘ∗）＝ －４；

③ 令 γ∗
１
＝ ０，γ∗

２ ≠０，解之得 ｘ∗ ＝ ５，γ∗
２
＝ ４是 Ｋ Ｔ点，ｆ（ｘ∗）＝ －４；

④ 令 γ∗
１
＝γ∗

２
＝ ０，则 ｘ∗ ＝ ３，是 Ｋ Ｔ点，ｆ（ｘ∗）＝ ０，但不最优．

此问题不为凸规划，故极小点 １和 ５是最优点．
（２） 等同于
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ （ｘ－３） ２

ｇ１（ｘ）＝ ｘ－１≥０

ｇ２（ｘ）＝ ５－ｘ≥０
{

Δｆ（ｘ）＝ ２（ｘ－３），　 Δｇ１（ｘ）＝ １，　 Δｇ２（ｘ）＝ －１

引入广义拉格朗日乘子 γ∗
１ ，γ∗

２ ，设 Ｋ Ｔ点为 ｘ∗，则有：

２（ｘ∗－３）－γ∗
１
＋γ∗

２
＝ ０

γ∗
１ （ｘ

∗－１）＝ ０

γ∗
２ （５－ｘ

∗）＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

① 令 γ∗
１ ≠０，γ∗

２ ≠０，无解

② 令 γ∗
１ ≠０，γ∗

２
＝ ０，则 ｘ∗ ＝ １，γ∗

１
＝ －４，不是 Ｋ Ｔ点

③ 令 γ∗
１
＝ ０，γ∗

２ ≠０，则 ｘ∗ ＝ ５，γ∗
２
＝ －４，不是 Ｋ Ｔ点

④ 令 γ∗
１
＝γ∗

２
＝ ０，则 ｘ∗ ＝ ３，为 Ｋ Ｔ点，目标函数值 ｆ（ｘ∗）＝ （３－３） ２ ＝ ０

由于该非线性规划问题为凸规划，故 ｘ∗ ＝ ３是全局极小点．
８􀆰 １８　 试找出非线性规划

ｍａｘ ｆ（Ｘ）＝ ｘ１

ｘ２
－２＋（ｘ１

－１） ３≤０

（ｘ１
－１） ３－ｘ２

＋２≤０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

的极大点，然后写出其 Ｋｕｋｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ条件，这个极大点满足 Ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ条件吗？ 试加以说明．
【解】 　 这个非线性规划的 ｋｕｈｎ⁃Ｔｕｃｋｅｒ条件为：
－１＋３γ∗

１ （ｘ
∗
１
－１） ２＋３γ∗

２ （ｘ
∗
１
－１） ２－γ∗

３
＝ ０

γ∗
１
－γ∗

２
－γ∗

４
＝ ０

γ∗
１ ［（ｘ∗

２
－２）＋（ｘ∗

１
－１） ３］ ＝ ０

γ∗
２ ［（ｘ∗

２
－２）－（ｘ∗

１
－３） ３］ ＝ ０

γ∗
３ ｘ∗

１
＝ ０

γ∗
４ ｘ∗

２
＝ ０

γ∗
１ ，γ∗

２ ，γ∗
３ ，γ∗

４ ≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
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极大点是 Ｘ＝（１，２） Ｔ，但它不是约束条件的正则点．
８􀆰 １９　 试解二次规划
ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ２ｘ２

１
－４ｘ１ｘ２

＋４ｘ２
２
－６ｘ１

－３ｘ２

ｘ１
＋ｘ２≤３

４ｘ１
＋ｘ２≤９

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

【解】 　 将上述二次规划改写为

ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝
１
２ （４ｘ２

１
－８ｘ１ｘ２

＋８ｘ２
２）－６ｘ１

－３ｘ２

３－ｘ１
－ｘ２≥０

９－４ｘ１
－ｘ２≥０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

可知目标函数为严格凸函数，此外
ｃ１ ＝ －６，　 ｃ２ ＝ －３，　 ｃ１１ ＝ ４，　 ｃ２２ ＝ ２
ｃ１２ ＝ ｃ２１ ＝ －４，　 ｂ１

＝ ３，　 ａ１１
＝ －１，　 ａ１２

＝ －１
ｂ２

＝ ９，　 ａ２１
＝ －４，　 ａ２２

＝ －１
由于 ｃ１和 ｃ２小于零，故引入的人工变量 ｚ１和 ｚ２前面取负号，这样得到线性规划问题如下

ｍｉｎ ｇ（ ｚ）＝ ｚ１＋ｚ２
－ｙ３

－４ｙ４
＋ｙ１

－４ｘ１
＋４ｘ２

－ｚ１ ＝ －６

－ｙ３
－ｙ４

＋ｙ２
＋４ｘ１

－４ｘ２
－ｚ２ ＝ －３

－ｘ１
－ｘ２

－ｘ３
＋３＝ ０

－４ｘ１
－ｘ２

－ｘ４
＋９＝ ０

ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｚ１，ｚ２≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

解此线性规划问题得

ｘ∗
１
＝ ３９
２０

，　 ｘ∗
２
＝ ２１
２０

，　 ｘ∗
３
＝ ０，　 ｘ∗

４
＝ ３
２０

ｚ∗１ ＝ ０，　 ｚ∗２ ＝ ０，　 ｙ∗
３
＝ ２１

５
，　 ｙ∗

４
＝ ０

ｆ（Ｘ∗）＝ ２× ３９
２０( )

２

－４×３９
２０

×２１
２０

＋４× ２１
２０( )

２

－６×３９
２０

－３×２１
２０

＝ －４４１
４０

８􀆰 ２０　 试用可行方向法求解
ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ２ｘ２

１
＋２ｘ２

２
－２ｘ１ｘ２

－４ｘ１
－６ｘ２

ｘ１
＋ｘ２≤２

ｘ１
＋５ｘ２≤５

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

【解】 　 等同于
ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ２ｘ２

１
＋２ｘ２

２
－２ｘ１ｘ２

－４ｘ１
－６ｘ２

ｇ１（Ｘ）＝ －（ｘ１
＋ｘ２）＋２≥０

ｇ２（Ｘ）＝ －（ｘ１
＋５ｘ２）＋５≥０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï
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取初始可行点

Ｘ（０）＝ （０，０） Ｔ，　 ｆ（Ｘ（０） ）＝ ０，　 ε＝ ０􀆰 １

Δｆ（Ｘ）＝

∂ｆ
∂ｘ１

∂ｆ
∂ｘ２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝
４ｘ１

－２ｘ２
－４

４ｘ２
－２ｘ１

－６
æ

è
ç

ö

ø
÷

Δｆ（Ｘ（０） ）＝
４×０－２×０－４
４×０－２×０－６

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

－４
－６

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δｇ１（Ｘ）＝ （－１，－１） Ｔ，　 Δｇ２（Ｘ）＝ （－１，－５） Ｔ

ｇ１（Ｘ
（０） ）＝ ２＞０，　 ｇ２（Ｘ

（０） ）＝ ５＞０
从而 Ｊ（Ｘ（０） ）＝ ⌀
因‖ Δｆ（Ｘ（０） ）‖２ ＝ １６＋３６＝ ５２＞ε
故 Ｘ（０）不是极小点，现取搜索方向 Ｄ（０）＝ － Δｆ（Ｘ（０） ）＝ （４，６） Ｔ

则 Ｘ（１）＝ Ｘ（０） ＋λＤ（０）＝ （４λ，６λ） Ｔ

将其代入约束条件，令 ｇ１（Ｘ
（１） ）＝ ０

得 λ＝ ０􀆰 ２
令 ｇ（Ｘ（２） ）＝ ０

得 λ＝ ５
３４

＜０􀆰 ２

ｆ（Ｘ（１） ）＝ ３２λ２＋７２λ２－４８λ２－１６λ－３６λ＝ ５６λ２－５２λ

由
ｄｆ（Ｘ（１） ）

ｄλ
＝ ０，即 ５６×２λ－５２＝ ０

得 λ＝ １３
２８

因 λ＜１３
２８

故取

λ０ ＝λ＝ ５
３４

，　 Ｘ（１）＝ １０
１７，

１５
１７( )

Ｔ

ｆ（Ｘ（１） ）＝ －－１ ８６０
２８９

，　 Δｆ（Ｘ（１） ）＝ －５８
１７，

－６２
１７( )

Ｔ

ｇ１（Ｘ
（１） ）＝ ９

１７
＞０，　 ｇ２（Ｘ

（１） ）＝ ０

现构成下述线性规划问题

ｍｉｎ η

－５８
１７ｄ１

－６２
１７ｄ２≤η

ｄ１
＋５ｄ２≤η

－１≤ｄ１≤１，－１≤ｄ２≤１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

为便于用单纯形法求解，令
ｙ１

＝ｄ１
＋１，　 ｙ２

＝ｄ２
＋１，　 ｙ３

＝ －η
从而有
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ｍｉｎ（－ｙ３）

５８
１７ｙ１

＋６２
１７ｙ２

－ｙ３≥
１２０
７

ｙ＋５ｙ２
＋ｙ３≤６

ｙ１≤２

ｙ２≤２

ｙ１，ｙ２，ｙ３≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

引入剩余变量 ｙ４，松驰变量 ｙ５，ｙ６和 ｙ７及人工变量 ｙ８，得线性规划问题
ｍｉｎ（－ｙ３

＋ｙ８）

５８
１７ｙ１

＋６２
１７ｙ２

－ｙ３
－ｙ４

＋ｙ８
＝ １２０

７
ｙ１

＋２ｙ２
＋ｙ３

＋ｙ５
＝ ６

ｙ１
＋ｙ６

＝ ２

ｙ２
＋ｙ７

＝ ２

ｙ ｊ≥０　 （ ｊ＝ １，２，…８）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

得最优解

∴ Ｄ（１）＝
ｄ１

ｄ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｙ１
－１

ｙ２
－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１１
１４
３０
７

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

由此 Ｘ（２）＝ Ｘ（１） ＋λＤ（１）＝ １０
１７，

１５
１７( )

Ｔ

＋λ １１
１４，

３０
７( )

Ｔ

令
ｄｆ（Ｘ（２） ）

ｄλ
＝ ０

得 λ＝ ３
７１

继续循环以上步骤可得．
８􀆰 ２１　 试用 ＳＵＭＴ外点法求解

ｍｉｎ ｆ（Ｘ）＝ ｘ２
１
＋ｘ２

２

ｘ２
＝ １{

并求出当罚因子等于 １和 １０时的近似解．
【解】 　 构造惩罚函数
Ｐ（Ｘ，Ｍ）＝ ｘ２

１
＋ｘ２

２
＋Ｍ｛ｍｉｎ（０，ｘ２

－１）｝ ２

∂Ｐ
∂ｘ１

＝ ２ｘ１

∂Ｐ
∂ｘ２

＝ ２ｘ２
＋２Ｍ｛ｍｉｎ（０，ｘ２

－１）｝

由
∂Ｐ
∂ｘ１

＝ ∂Ｐ
∂ｘ２

＝ ０，得最优解为 Ｘ∗ ＝（０，１） Ｔ

当 Ｍ＝ １时，Ｘ＝ ０，
１
２( )

Ｔ

当 Ｍ＝ １０时，Ｘ＝ ０，
１０
１１( )

Ｔ
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８􀆰 ２２　 试用 ＳＵＭＴ外点法求解
ｍａｘ ｆ（Ｘ）＝ ｘ１

（ｘ２
－２）＋（ｘ１

－１） ３≤０

（ｘ１
－１） ３－（ｘ２

－２）≤０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

【解】 　 构造惩罚函数
Ｐ（Ｘ，Ｍ）＝ ｘ１

＋Ｍ｛［ｍｉｎ（０，（ｘ２
－２）＋（ｘ１

－１） ３］ ２＋［ｍｉｎ（０，（ｘ１
－１） ３－（ｘ２

－２））］ ２｝
∂Ｐ
∂ｘ１

＝ １＋２Ｍ［ｍｉｎ（０，（（ｘ２
－２）＋（ｘ１

－１３）·（３（ｘ１
－１） ２））］

＋２Ｍ［ｍｉｎ（０，（（ｘ１
－１） ３－（ｘ２

－２））·３（ｘ１
－１） ２）］ ＝ ０

∂Ｐ
∂ｘ２

＝ ２Ｍ［ｍｉｎ（０，（ｘ２
－２）＋（ｘ１

－１） ３）＋２Ｍ（ｍｉｎ（０，－（ｘ１
－１） ３＋（ｘ２

－２）））］

解得最优解为 Ｘ∗ ＝（１，２） Ｔ

８􀆰 ２３　 试用 ＳＵＭＴ内点法求解
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ （ｘ＋１） ２

ｘ≥０{
【解】 　 构造障碍函数

Ｐ（ｘ，γ）＝ （ｘ＋１） ２＋ γ
ｘ

由
∂Ｐ
∂ｘ

＝ ２（ｘ＋１）－ γ
ｘ２ ＝ ０

即 ２ｘ２（ｘ＋１）＝ γ
当 γ→０时，则 ｘ→０或 ｘ→－１（舍去）
故最优解为 ｘ∗ ＝ ０，ｆ（ｘ∗）＝ （０＋１） ２ ＝ １
８􀆰 ２４　 试用 ＳＵＭＴ内点法求解
ｍｉｎ ｆ（ｘ）＝ ｘ
０≤ｘ≤１{

【解】 　 构造障碍函数

Ｐ（ｘ，γ）＝ ｘ＋ γ
ｘ
＋ γ
１－ｘ

∂Ｐ（ｘ，γ）
∂ｘ

＝ １－ γ
ｘ２ ＋

γ
（１－ｘ） ２ ＝ ０

得最优解 ｘ∗ ＝ ０，ｆ（ｘ∗）＝ ０．
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第 ９章　 动态规划的基本方法

１􀆰 了解动态决策问题的特点及其类型．
２􀆰 掌握贝尔曼最优化原理及其在动态规划中的运用．

１􀆰 用于解决多阶段决策问题的最优化的一种优化方法，已广泛应用于军事、工业技术、企业管理、
经济等领域．１９５１年，美国数学家 Ｒ·Ｂｅｌｌｍａｎ等提出最优化原理，从而建立了动态规划，其名著《动态规
划》于 １９５７年出版．

２􀆰 最优性原理：多段决策过程的特点是每个阶段都要进行决策．ｎ段决策过程的策略是由 ｎ个相继
进行的阶段决策构成的决策序列．由于前阶段的终止状态又是后一阶段的初始状态．因此，确定阶段最
优决策不能只从本阶段的效应出发，必须通盘考虑，整体规划．这就是说，阶段 ｋ的最优决策不应该只是
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本阶段效应的最优，而必须是本阶段及其所有后续阶段的总体最优．即关于整个 ｋ原部子过程的最优决
策．
最优策略具有的基本性质是：无论初始状态和初始决策如何，对于前面决策所造成的某一状态而

言，余下的决策序列必构成最优策略．
其含义为：最优策略的任何一部分子策略，也是相应初始状态的最优策略．
３􀆰 动态规划的基本方程
ｆｋ（ｘｋ）＝ ｏｐｔ

ｕ
ｋ

｛ ｒｋ（ｘｋ，ｕｋ）＋ｆｋ＋１（ｘ（ｋ＋１）｝

其中，ｒｋ（ｘｋ，ｕｋ）和 ｘｋ＋１ ＝Ｔｋ（ｘｋ，ｕｋ）都是已知的函数．条件最优目标函数 ｆｋ（ｘｋ）和 ｆｋ＋１（ｘｋ＋１）之间是递推关
系．要求出 ｕｋ（ｘｋ）和 ｆｋ（ｘｋ）需要首先求出关于 ｘｋ 的所有 ｋ＋１段状态 ｘｋ＋１的 ｆｋ＋１（ｘｋ＋１），这就决定了应用动
态规划基本方程求条件最优决策 ｕ′ｋ（ｘｋ）和条件最优目标函数 ｆｋ（ｘｋ），总是逆着决策顺序进行的．
在条件最优决策序列和条件最优目标函数值的基础上，根据给定的初始条件，即可求出整个多段决

策问题的最优目标函数值．最优策略和最优路线．
４􀆰 动态规划问题求解的一般步骤：
逆序求条件最优目标函数 ｆｋ（ｘｋ） ．
顺序求出最优策略，最优路线和最优目标函数值．
５􀆰 动态规划四大要素、一个方程．
在动态规划求解中有五个方面的因素在起着关键的作用，通常称为动态规划 ４大要素，１个方程．这

４个要素，１个方程为：
（１） 状态变量及其可能集合．
（２） 决策变量及其允许集合．
（３） 状态转移方程 ｘｋ＋１ ＝Ｔｋ（ｘｋ，ｕｋ） ．
（４） 阶段效应 ｒｋ（ｘｋ，ｕｋ） ．
（５） 动态规划基本方程：ｆｋ（ｘｋ）＝ ｏｐｔ

ｕ
ｋ

｛ ｒｋ（ｘｋ，ｕｋ）＋ｆｋ＋１（ｘｋ＋１）｝ ．

９􀆰 １　 试分析本章第 ９．１节之例 ２问题中（１）阶段的划分；（２） 状态变量和它的取值范围；（３） 决策
变量和它的允许决策集合；（４） 状态转移方程；（５） 指标函数和最优值函数．

【解】 　 （１） 阶段的划分，阶段划分为五个阶段，阶段变量 ｋ＝ １，２，３，４，５．
（２） 状态变量设为 ｓｋ：表示第 ｋ年初完好的机器数量取值范围即
ａｋ－１ ｓ１≤ｓｋ≤ｂｋ－１ ｓ１，　 ｋ＝ １，２，３，４，５
（３） 决策变量 ｕｋ（ ｓｋ）表示第 ｋ年度中分配低负荷下生产的机器数量．Ｄｋ（ ｓｋ）表示第 ｋ阶段从状态 ｓｋ

出发的允许决策集合，则
Ｄｋ（ ｓｋ）＝ ［０，ｓｋ］
（４） 状态转移方程为：
Ｓｋ＋１ ＝ａ（ ｓｋ－ｕｋ）＋ｂｕｋ

（５） 指标函数为

Ｖｋ５ ＝ ∑
５

ｋ ＝ １
（ｇ（ ｓｋ － ｕｋ） ＋ ｈ（ｕｋ））

最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）表示 ｓｋ 从第 ｋ年开始到第 ５年结束的总产量最大值．
ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍａｘ

０≤ｕ
ｋ
≤Ｄｋ（ ｓｋ

）
｛ｇ（ ｓｋ－ｕｋ）＋ｈ（ｕｋ）＋ｆｋ＋１［ａ（ ｓｋ－ｕｋ

＋ｂｕｋ］｝　 （ｋ＝ １，２，…，５）

ｆ６（ ｓ６）＝ ０
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９􀆰 ２　 设某工厂自国外进口一部精密机器，由机器制造厂至出口港有三个港口可供选择，而进口港
又有三个可供选择，进口后可经由两个城市到达目的地，其间的运输成本如图 ９ １中所标的数字，试求
运费最低的路线．

图 ９ １

【解】 　 用 ｆｋ（ ｓｋ）表示第 ｋ阶段点 Ｓｋ 到终点 Ｅ的运输成本．
ｄｋ（ ｓｋ，ｕｋ）＝ Ｖｋ（ ｓｋ，ｕｋ）

表示在第 ｋ阶段由点 ｓｋ 到点 ｓｋ＋１ ＝ｕｋ（ ｓｋ）的运输成本．
（１） 当 ｋ＝ ４时
ｆ４（Ｄ１）＝ ３０，　 ｆ４（Ｄ２）＝ ４０
（２） 当 ｋ＝ ３时

ｆ３（ｃ１）＝ ｍｉｎ
ｄ３（Ｃ１，Ｄ１）＋ｆ４（Ｄ１）

ｄ３（Ｃ１，Ｄ２）＋ｆ４（Ｄ２）
{ } ＝ ｍｉｎ

１０＋３０
４０＋４０{ } ＝ｍｉｎ

４０
８０{ } ＝ ４０

相应的决策为 ｕ３（ｃ１）＝ Ｄ１ ．

ｆ３（ｃ２）＝ ｍｉｎ
ｄ３（Ｃ２，Ｄ１）＋ｆ４（Ｄ１）

ｄ３（Ｃ２，Ｄ２）＋ｆ４（Ｄ２）
{ } ＝ ｍｉｎ

６０＋４０
３０＋４０{ } ＝ｍｉｎ

１００
７０{ } ＝ ７０

相应的决策为 ｕ３（Ｃ２）＝ Ｄ２ ．

ｆ３（ｃ３）＝ ｍｉｎ
ｄ３（Ｃ３，Ｄ１）＋ｆ４（Ｄ１）

ｄ３（Ｃ３，Ｄ２）＋ｆ４（Ｄ２）
{ } ＝ ｍｉｎ

３０＋３０
３０＋４０{ } ＝ｍｉｎ

６０
７０{ } ＝ ６０

相应的决策为 ｕ３（Ｃ３）＝ Ｄ１ ．
当 ｋ＝ ２时

ｆ２（Ｂ１）＝ ｍｉｎ

ｄ２（Ｂ１，Ｃ１）＋ｆ３（ｃ１）

ｄ２（Ｂ１，Ｃ１）＋ｆ３（ｃ２）

ｄ２（Ｂ１，Ｃ３）＋ｆ３（ｃ３）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝ ｍｉｎ
７０＋４０
４０＋７０
６０＋６０

{ } ＝ｍｉｎ
１１０
１１０
１２０

{ } ＝ １１０

相应决策为 ｕ２（Ｂ１）＝ Ｃ１，ｕ２（Ｂ１）＝ Ｃ２ ．

ｆ２（Ｂ２）＝ ｍｉｎ

ｄ２（Ｂ２，Ｃ１）＋ｆ３（Ｃ１）

ｄ２（Ｂ２，Ｃ２）＋ｆ３（Ｃ２）

ｄ２（Ｂ２，Ｃ３）＋ｆ３（Ｃ３）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝ ｍｉｎ
３０＋４０
２０＋７０
４０＋６０

{ } ＝ｍｉｎ
７０
９０
１００

{ } ＝ ７０

相应的决策为 ｕ２（Ｂ２）＝ Ｃ１ ．

ｆ２（Ｂ３）＝ ｍｉｎ

ｄ２（Ｂ３，Ｃ１）＋ｆ３（Ｃ１）

ｄ２（Ｂ３，Ｃ２）＋ｆ３（Ｃ２）

ｄ３

＝（Ｂ３，Ｃ３）＋ｆ３（Ｃ３）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ï

＝ ｍｉｎ
４０＋４０
１０＋７０
５０＋６０

{ } ＝ｍｉｎ
８０
８０
１１０

{ } ＝ ８０
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相应的决策为 ｕ２（Ｂ３）＝ Ｃ１，ｕ２（Ｂ３）＝ Ｃ２ ．
当 ｋ＝ １时

ｆ１（Ａ）＝ ｍｉｎ

ｄ１（Ａ，Ｂ１）＋ｆ２（Ｂ１）

ｄ１（Ａ，Ｂ２）＋ｆ２（Ｂ２）

ｄ１（Ａ，Ｂ３）＋ｆ２（Ｂ３）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝ ｍｉｎ
２０＋１１０
４０＋７０
３０＋８０

{ } ＝ｍｉｎ
１３０
１１０
１１０

{ } ＝ １１０

相应的决策为 ｕ１（Ａ）＝ Ｂ２，ｕ１（Ａ）＝ Ｂ３ ．
采用顺递的方法可以得到最优的决策序列．有三种
（１） 由 ｕ１（Ａ）＝ Ｂ２，ｕ２（Ｂ２）＝ Ｃ１，ｕ３（Ｃ１）＝ Ｄ１，ｕ４（Ｄ１）＝ Ｅ．得到最优决策序列为
Ａ→Ｂ２→Ｃ１→Ｄ１→Ｅ．
（２） 由 ｕ１（Ａ）＝ Ｂ３，ｕ２（Ｂ３）＝ Ｃ１，ｕ３（Ｃ１）＝ Ｄ１，ｕ４（Ｄ１）＝ Ｅ．可得最优决策序列为
Ａ→Ｂ３→Ｃ１→Ｄ２→Ｅ．
（３） 由 ｕ１（Ａ）＝ Ｂ３，ｕ２（Ｂ３）＝ Ｃ２，ｕ３（Ｃ２）＝ Ｄ２，ｕ４（Ｄ２）＝ Ｅ．可得最优决策序列为
Ａ→Ｂ３→Ｃ２→Ｄ２→Ｅ

采用标号法的逆序解法如图 ９ ２所示，其中每节点处上方的数表示该点到终点 Ｅ 的最低运费．用直线
连接的点表示该点到终点的最短路线．未用直线连接的点说明它不是该点到终点的最短路线，故这些支
路均被舍去了．

图 ９ ２

由上图直接可以看出从 Ａ到 Ｅ有三条，即三个最优决策序列：
Ａ→Ｂ２→Ｃ１→Ｄ１→Ｅ，　 Ａ→Ｂ３→Ｃ１→Ｄ１→Ｅ，
Ａ→Ｂ３→Ｃ２→Ｄ２→Ｅ
９􀆰 ３　 计算从 Ａ到 Ｂ、Ｃ和 Ｄ的最短路线．已知各段路线的长度如图 ９ ３所示．

图 ９ ３

【解】 　 用 ｄｋ（ ｓｋ，ｕｋ）表示在第 ｋ阶段由点 ｓｋ 至点 ｓｋ＋１ ＝ｕｋ（ ｓｋ）的距离，ｆｋ（ ｓｋ）表示从 ｋ阶段点 ｓｋ 到 Ａ
的距离，采用顺序解法．
构造如图 ９ ４．
（１） 当 ｋ＝ １时
ｆ１（Ｂ１）＝ ３，　 ｆ１（Ｃ１）＝ ８，　 ｆ１（Ｄ１）＝ ７
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图 ９ ４

（２） 当 ｋ＝ ２时

ｆ２（Ｂ２）＝ ｍｉｎ
ｄ１（Ｂ１，Ｂ２）＋ｆ１（Ｂ１）

ｄ１（Ｃ１，Ｂ２）＋ｆ１（Ｃ１）
{ } ＝ ｍｉｎ

４＋３
２＋８{ } ＝ｍｉｎ

７
１０{ } ＝ ７

相应的对策为 ｕ２（Ｂ２）＝ Ｂ１ ．

ｆ２（ｃ２）＝ ｍｉｎ

ｄ１（Ｂ１，Ｃ２）＋ｆ１（Ｂ１）

ｄ１（Ｃ１，Ｃ２）＋ｆ１（Ｃ１）

ｄ１（Ｄ１，Ｃ２）＋ｆ１（Ｄ１）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝ ｍｉｎ
３＋３
８＋８
７＋７

{ } ＝ｍｉｎ
６
１６
１４

{ } ＝ ６

相应的对策为 ｕ２（Ｃ２）＝ Ｂ１ ．

ｆ２（Ｄ２）＝ ｍｉｎ
ｄ１（Ｃ１，Ｄ２）＋ｆ１（Ｃ１）

ｄ１（Ｄ１，Ｄ２）＋ｆ（Ｄ１）
{ } ＝ ｍｉｎ

４＋８
６＋７{ } ＝ｍｉｎ

１２
１３{ } ＝ １２

相应的决策为 ｕ２（Ｄ２）＝ Ｃ１ ．
（３） 当 ｋ＝ ３时

ｆ３（Ｂ３）＝ ｍｉｎ
ｄ２（Ｂ２，Ｂ３）＋ｆ２（Ｂ２）

ｄ２（Ｃ２，Ｂ３）＋ｆ２（Ｃ２）
{ } ＝ ｍｉｎ

１０＋７
１３＋６{ } ＝ｍｉｎ

１７
１９{ } ＝ １７

相应的对策为 ｕ３（Ｂ３）＝ Ｂ２ ．

ｆ３（Ｃ３）＝ ｍｉｎ

ｄ２（Ｂ２，Ｃ３）＋ｆ２（Ｂ２）

ｄ２（Ｃ２，Ｃ３）＋ｆ２（Ｃ２）

ｄ２（Ｄ２，Ｃ３）＋ｆ２（Ｄ２）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝ ｍｉｎ
１２＋７
５＋６
６＋１２

{ } ＝ｍｉｎ
１９
１１
１８

{ } ＝ １１

相应的对策为 ｕ３（Ｃ３）＝ Ｃ２ ．

ｆ３（Ｄ３）＝ ｍｉｎ
ｄ２（Ｃ２，Ｄ３）＋ｆ２（Ｃ２）

ｄ２（Ｄ２，Ｄ３）＋ｆ２（Ｄ２）
{ } ＝ ｍｉｎ

７＋６
８＋１２{ } ＝ｍｉｎ

１３
２０{ } ＝ １３

相应的对策为 ｕ３（Ｄ３）＝ Ｃ２ ．
（４） 当 ｋ＝ ４时

ｆ４（Ｂ）＝ ｍｉｎ
ｄ３（Ｂ３，Ｂ）＋ｆ３（Ｂ３）

ｄ３（Ｃ３，Ｂ）＋ｆ３（Ｃ３）
{ } ＝ ｍｉｎ

９＋１７
５＋１１{ } ＝ｍｉｎ

２６
１６{ } ＝ １６

相应的对策为 ｕ４（Ｂ）＝ Ｃ３ ．

ｆ４（Ｃ）＝ ｍｉｎ

ｄ３（Ｂ３，Ｃ）＋ｆ３（Ｂ３）

ｄ３（Ｃ３，Ｃ）＋ｆ３（Ｃ３）

ｄ３（Ｄ３，Ｃ）＋ｆ３（Ｄ３）

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

＝ ｍｉｎ
１０＋１７
１０＋１１
８＋１３

{ } ＝ｍｉｎ
２７
２１
２１

{ } ＝ ２１

相应的对策为 ｕ４（Ｃ）＝ Ｃ３，ｕ４（Ｃ）＝ Ｄ３ ．

ｆ４（Ｄ）＝ ｍｉｎ
ｄ３（Ｃ３，Ｄ）＋ｆ３（Ｃ３）

ｄ３（Ｄ３，Ｄ）＋ｆ３（Ｄ３）
{ } ＝ ｍｉｎ

１５＋１１
７＋１３{ } ＝ｍｉｎ

２６
２０{ } ＝ ２０

相应的对策为 ｕ４（Ｄ）＝ Ｄ３ ．
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由上面的分析可得：
Ａ→Ｂ的最优路径为
Ａ→Ｂ１→Ｃ２→Ｃ３→Ｂ
Ａ→Ｃ的最优路径为
Ａ→Ｂ１→Ｃ２→Ｃ３→Ｃ　 或 Ａ→Ｂ１→Ｃ２→Ｄ３→Ｃ
Ａ→Ｄ的最优路径为
Ａ→Ｂ１→Ｃ２→Ｄ３→Ｄ
９􀆰 ４　 写出下列问题的动态规划的基本方程．

（１） ｍａｘ ｚ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ϕｉ（ｘｉ）

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＝ ｂ　 （ｂ ＞ ０）

ｘｉ ≥ ０　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）
{

（２） ｍｉｎ ｚ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉｘ

２
ｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ａｉｘｉ ≥ ｂ　 （ａｉ ＞ ０）

ｘｉ ≥ ０　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）
{

　 　 【解】 　 （１） 以 ｆｋ（ ｓｋ） 表示第 ｋ阶段到第 ｎ阶段状态 ｓｋ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ｋ
ｘｋ 时，使 ｚ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Φｉ（ｘｉ） 最优的值，则

动态规划的基本方程为：
ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍａｘ

０≤ｘ
ｉ
≤ｓ

ｋ

｛Φｋ（ ｓｋ）＋ｆｋ＋１（ ｓｋ－ｘｋ）｝　 （ｋ＝ｎ，ｎ－１，…，１）

ｆｎ（ ｓｎ）＝ ｍａｘ
ｘ
ｎ
＝ ｓ

ｎ

Φｎ（ｘｎ）

或　 ｆｎ＋１（ ｓｎ＋１）＝ ０
状态转移方程为

ｓｋ＋１ ＝ ｓｋ－ｘｋ，　 ｓ１ ＝ ｂ．
（２） 设状态变量为 ｓｋ（ｋ＝ １，…，ｎ），并记

ｓｋ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ ｋ
ａｉｘｉ，　 ｓ１ ≥ ｂ

状态转移方程为

Ｓｋ＋１ ＝Ｓｋ－ａｋｘｋ
决策变量为 ｘｋ（ｋ＝ １，２，…，ｎ）
最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）表示在 ｓｋ 状态下从第 ｋ至第 ｎ阶段的指标函数的最小值，有

ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

ｋ
≤ｓ

ｋ
ａ
ｋ

｛Ｃｋｘ
２
ｋ
＋ｆｋ＋１（ ｓｋ－ａｋｘｋ）｝

ｆｎ＋１（ ｓｎ－ａｎｘｎ）＝ ０
９􀆰 ５　 用递推进方法求解下列问题
（１） ｍａｘ ｚ ＝ ４ｘ１

＋ ９ｘ２
＋ ２ｘ２

３

ｘ１
＋ ｘ２

＋ ｘ３
＝ １０

ｘｉ ≥ ０，　 ｉ ＝ １，２，３{ 　 　 　 　 　 　 　

（２） ｍａｘ ｚ ＝ ４ｘ１
＋ ９ｘ２

＋ ２ｘ２
３

２ｘ１
＋ ４ｘ２

＋ ３ｘ３ ≤ １０

ｘｉ ≥ ０，　 ｉ ＝ １，２，３{
（３） ｍａｘ ｚ ＝ ｘ１…ｘｎ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＝ ｃ　 （ｃ ＞ ０）

ｘｉ ≥ ０，　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ
{

（４） ｍｉｎ ｚ ＝ ３ｘ２
１
－ ５ｘ１

＋ ３ｘ２
２
－ ３ｘ２

＋ ２ｘ２
３
－ ７ｘ３

２ｘ１
＋ ３ｘ２

＋ ２ｘ３ ≥ １６

ｘｉ ≥ ０，　 ｉ ＝ １，２，３{
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（５） ｍａｘ ｚ ＝ ３ｘ３
１ － ４ｘ１

＋ ２ｘ２
２
－ ５ｘ２

＋ ２ｘ３

４ｘ１
＋ ２ｘ２

＋ ３ｘ３ ≤ １８

ｘｉ ≥ ０，　 ｉ ＝ １，２，３{
（６） ｍｉｎ ｚ ＝ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｐｉ 　 （ｐ ＞ １）

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＝ ｃ　 （ｃ ＞ ０）

ｘｉ ≥ ０，　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ
{

【解】 　 （１） 由题意，将问题划分为三个阶段，设状态变量为 ｓ０，ｓ１，ｓ２，ｓ３，并记 ｓ３ ＝ １０，ｘ１，ｘ２，ｘ３为各

阶段的决策变量，各阶段指标函数按加法方式结合．
ｆｋ（ ｓｋ）表示第 ｋ阶段结束状态为 ｓｋ，第 １至第 ｋ阶段的最大值则由约束条件可知
ｘ１

＝ ｓ１，　 ｓ１＋ｘ２
＝ ｓ２，　 ｓ２＋ｘ３ ｓ３ ＝ １０

即　 ｓ１ ＝ ｘ１，　 ０≤ｘ２≤ｓ２，　 ０≤ｘ３≤ｓ３
由顺推法

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ
１
＝ ｓ

１

（４ｘ１）＝ ４ｓ１

最优解：ｘ∗
１
＝ ｓ１ ．

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［９ｘ２
＋ｆ１（ ｓ１）］ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
２
≤ｓ

２

［９ｘ２
＋４ｓ１］

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［９ｘ２
＋４（ ｓ２－ｘ２）］ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
２
≤ｓ

２

［５ｘ２
＋４ｓ２］

＝ ９ｓ２
最优解：ｘ∗

２
＝ ｓ２ ．

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤１０

［２ｘ２
３
＋ｆ２（ ｓ２）］ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
３
≤１０

［２ｘ２
３
＋９ｓ２］

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤１０

［２ｘ２
３
＋９（１０－ｘ３）］ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
３
≤１０

［２ｘ２
３
－９ｘ３

＋９０］　 （由二次函数的性质）

＝ ２×１０２－９×１０＋９０＝ ２００
最优解：ｘ∗

３
＝ １０

ｘ∗
２
＝ ｓ２ ＝ １０－ｘ∗

３
＝ ０

ｘ∗
１
＝ ｓ１ ＝ ｓ２－ｘ

∗
２
＝ ０－０＝ ０

从而得到最优解

ｘ∗
１
＝ ０，　 ｘ∗

２
＝ ０，　 ｘ∗

３
＝ １０

最优值为：２００
（２） 将该问题分为三个阶段，状态变量为 ｓ０，ｓ１，ｓ２，ｓ３，且 ｓ３≤１０．
令 ｘ１，ｘ２，ｘ３为各阶段的决策变量，各阶段指标函数按加法方式结合．最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）表示第 ｋ 阶

段结束状态为 ｓｋ，从第 １至第 ｋ阶段的最大值，则
２ｘ１

＝ ｓ１，　 ｓ１＋４ｘ２
＝ ｓ２，　 ｓ２＋３ｘ３

＝ ｓ３≤１０
解得

ｘ１
＝
ｓ１
２
，　 ０≤ｘ２≤

ｓ２
４
，　 ０≤ｘ３≤

ｓ３
３
　 即 ０≤ｘ３≤

１０
３( )

用递推法得

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ
１
＝
ｓ
１
２

（４ｘ１）＝ ２ｓ１

最优解为 ｘ∗
１
＝
ｓ１
２
．
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ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤

ｓ
２
４

（ ｆ１（ ｓ１）＋４ｘ２）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤

ｓ
２
４

（２ｓ１＋９ｘ２）

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤

ｓ
２
４

［２（ ｓ２－４ｘ２）＋９ｘ２］ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤

ｓ
２
４

［２ｓ２＋ｘ２］

＝ ２ｓ２＋
ｓ２
４

＝ ９
４
ｓ２

最优解为 ｘ∗
２
＝
ｓ２
４
．

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤

ｓ
３
３

［２ｘ２
３
＋ｆ２（ ｓ２）］ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
３
≤

ｓ
３
３

２ｘ２
３
＋ ９

４ ｓ２[ ]

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤

ｓ
３
３

２ｘ２
３
＋ ９

４ （ ｓ３－３ｘ３）[ ] ＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤

ｓ
３
３

２ｘ２
３
－２７

４ ｘ３
＋ ９

４ ｓ３[ ]

由 ０≤ｓ３≤１０，二次函数的性质．

当 ｘ∗
３
＝ ０，ｓ３ ＝ １０处

ｆ３（ ｓ３）＝
９０
４

ｘ∗
２
＝
ｓ２
４

＝ １
４
（ ｓ３－３ｘ

∗
２ ）＝ １

４
（１０－０）＝ １０

４

ｘ∗
１
＝
ｓ１
２

＝ １
２
（ ｓ２－４ｘ

∗
２ ）＝ ０

故最优解为

ｘ∗
１
＝ ０，　 ｘ∗

２
＝ １０

４
，　 ｘ∗

３
＝ ０

ｍａｘ ｚ＝ ４ｘ∗
１
＋９ｘ∗

２
＋２（ｘ∗

３ ） ２ ＝ ９×１０
４

＝ ９０
４

（３） 将该问题分为 ｎ个阶段，设置状态变量为 ｓ０，ｓ１，…，ｓｎ，ｓｎ ＝ ｃ．
设 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ 为各阶段的决策变量．指标函数按乘法方式结合．最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）表示第 ｋ阶段结

束状态 ｓｋ 从第 １至第 ｋ阶段的最大值．
ｘ１

＝ ｓ１，　 ｓ１＋ｘ２
＝ ｓ２，　 ｓ２＋ｘ３

＝ ｓ３，　 …，　 ｓｎ－１＋ｘｎ ＝ ｓｎ ＝ ｃ．
则

ｘ１
＝ ｓ１，０≤ｘ２≤ｓ２，０≤ｘ３≤ｓ３，…，０≤ｘｎ≤ｓｎ

用递推法将

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ
１
＝ ｓ

１

（ｘ１）＝ ｓ１

最优解为 ｘ∗
１
＝ ｓ１ ．

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［ｘ２ ｆ１（ ｓ１）］ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［ｘ２
×ｓ１］

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［ｘ２（ ｓ２－ｘ２）］ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［－ｘ２
２
＋ｘ２ ｓ２］

＝
ｓ２２
４
　 （由二次函数的性质）

最优解为 ｘ∗
２
＝
ｓ２
２
．
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ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤ｓ

３

［ｘ３ ｆ２（ ｓ２）］ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２
ｘ３

×
ｓ２２
４

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤ｓ

３
ｘ３

×
（ ｓ３－ｘ３）

２

４
é

ë
êê

ù

û
úú

设对 ｘ３的导数为 ０，即
１
４
［（ ｓ３－ｘ３）

２－２ｘ３（ ｓ３－ｘ３）］ ＝ ０

在 ｘ∗
３
＝
ｓ３
３
处，ｆ３（ ｓ３）＝

ｓ３３
２７

＝
ｓ３
３

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

由以上可类推得

ｆｋ（ ｓｋ）＝
ｓｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ

则　 ｆｋ＋１（ ｓｋ＋１）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

ｋ＋１
≤ｓ

ｋ＋１

［ｘｋ＋１ ｆｋ（ ｓｋ）］

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

ｋ＋１
≤ｓ

ｋ＋１
ｘｋ＋１×

ｓｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ
é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

ｋ＋１
≤ｓ

ｋ＋１
ｘｋ＋１

ｓｋ＋１－ｘｋ＋１
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ
é

ë
êê

ù

û
úú

在 ｘ∗
ｋ＋１

＝
ｓｋ＋１
ｋ＋１
处，ｆｋ＋１（ ｓｋ＋１）＝

ｓｋ＋１
ｋ＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｋ＋１

由数学归纳可得

ｆｎ（ ｓｎ）＝
ｓｎ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｎ

＝ ｃ
ｎ( )

ｎ

最优解为 ｘ∗
ｎ
＝ ｃ

ｎ
．则

ｓｎ－１ ＝ ｓｎ－ｘ
∗
ｎ
＝ ｃ－ ｃ

ｎ
＝ ｎ－１

ｎ
Ｃ

ｘ∗
ｎ－１

＝
ｓｎ－１
ｎ－１

＝ ｎ－１
ｎ－１

× ｃ
ｎ

＝ ｃ
ｎ

依此来推得

ｘ∗
ｎ－２

＝ ｃ
ｎ
，　 …，　 ｘ∗

ｎ
＝ ｃ

ｎ
（４） 原问题变形为
ｍｉｎ ｚ＝（３ｘ２

１
－５ｘ１）＋（３ｘ

２
２
－３ｘ２）＋（２ｘ

２
３
－７ｘ３）

ｓ􀆰 ｔ􀆰
２ｘ１

＋３ｘ２
＋２ｘ３≥１６

ｘｉ≥０，ｉ＝ １，２，３{
ｍｉｎ ｚ＝ ３ ｘ１

－ ５
６( )

２

＋３ ｘ２
－ １

２( )
２

＋２ ｘ３
－ ７

４( )
２

－２１５
２４

ｓ􀆰 ｔ􀆰
２ ｘ１

－ ５
６( ) ＋３ ｘ２

－ １
２( ) ＋２ ｘ３

－ ７
４( ) ≥２８

３
ｘｉ≥０，ｉ＝ １，２，３

{
设　 ｙ１

＝ ｘ１
－ ５

６
，　 ｙ２

＝ ｘ２
－ １

２
，　 ｙ３

＝ ｘ３
－ ７

４
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则原问题等价为

ｍｉｎ ｚ＝ ３ｙ２
１＋３ｙ２

２＋２ｙ２
３－

２１５
２４

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｙ１
＋３ｙ２

＋２ｙ３≥
２８
３

ｙ１
＋ ５

６ ≥０

ｙ２
＋ １

２ ≥０

ｙ３
＋ ７

４ ≥０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

即　 ｍｉｎ ｚ＝ ３ｙ２
１＋３ｙ２

２＋２ｙ２
３－

２１５
２４

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｙ１
＋３ｙ２

＋２ｙ３≥
２８
３

ｙ１≥－ ５
６

ｙ２≥－ １
２

ｙ３≥－ ７
４

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

对上述问题分为三个阶段，状态变量设为 ｓ０，ｓ１，ｓ２，ｓ３且 ｓ３≥
２８
３
．

ｙ１，ｙ２，ｙ３为各阶段的决策变量．各阶段指标函数按加法方式结合．
最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）表示第 ｋ阶段结束状态为 ｓｋ，从第 １至第 ｋ阶段的最小值

２ｙ１
＝ ｓ１，　 ｓ１＋３ｙ２

＝ ｓ２，　 ｓ２＋２ｙ３≤ｓ３，　 ｓ３≥
２８
３

结合题干中的约束条件，即

ｙ１
＝
ｓ１
２
，　 － １

２
≤ｙ２≤

ｓ２
３
，　 － ７

４
≤ｙ３≤

ｓ３
２

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍｉｎ
ｙ
１
＝
ｓ
１
２

（３ｙ２
１）＝

３ｓ２１
４

最优解为 ｙ∗
１
＝
ｓ１
２
．

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍｉｎ
－ １
２ ≤ｙ

２
≤

ｓ
２
３

［３ｙ２
２＋ｆ１（ ｓ１）］ ＝ ｍｉｎ

－ １
２ ≤ｙ

２
≤

ｓ
２
３

３ｙ２
２＋

３ｓ２１
４

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ｍｉｎ
－ １
２ ≤ｙ

２
≤

ｓ
２
３

３ｙ２
２＋

３（ ｓ２－３ｙ２）
２

４
é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ｍｉｎ

－ １
２ ≤ｙ

２
≤

ｓ
２
３

３９
４ ｙ２

２＋
３ｓ２２
４

－
１８ｓ２
４ ｙ２

é

ë
êê

ù

û
úú

令
３９
４
ｙ２
２＋

３
４
ｓ２２－

１８
４
ｓ２ｙ２对 ｙ２求导为 ０．即

３９
２
ｙ２

－１８
４
ｓ２ ＝ ０
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∴ ｙ２
＝ ３
１３

ｓ２

故 ｆ２（ ｓ２）＝
３
１３

ｓ２２，最优解为 ｙ∗
２
＝ ３
１３

ｓ２ ．

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍｉｎ
－ ４
７ ≤ｙ

３
≤

ｓ
３
２

［２ｙ２
３＋ｆ２（ ｓ２）］ ＝ ｍｉｎ

－ ４
７ ≤ｙ

３
≤

ｓ
３
２

２ｙ２
３＋

３
１３ ｓ

２
２[ ]

＝ ｍｉｎ
－ １
２ ≤ｙ

２
≤

ｓ
３
３

２ｙ２
３＋

３（ ｓ３－２ｙ３）
２

１３
é

ë
êê

ù

û
úú

由求驻点法可得，ｆ３（ ｓ３）＝
３
１９

ｓ２３

最优解为 ｙ∗
３
＝ ３
１９

ｓ３ ．

又∵ ｓ３≥
２８
３

∴ ｆ３（ ｓ３）≥
３
１９

× ２８
３( )

２

而 ｍｉｎ ｚ ＝ｍｉｎ ｆ３（ ｓ３）－
２１５
２４{ } ＝ ３

１９
× ２８

３( )
２

－２１５
２４

＝ ７２９
１５２

反推得到最优解为

ｘ∗
１
＝ ６９
３８

，　 ｘ∗
２
＝ ５
３８

，　 ｘ∗
３
＝ ２４５

７６
（５） 将问题分为 ３个阶段，状态变量为 ｓ０，ｓ１，ｓ２，ｓ３，ｓ３≤１８．
ｘ１，ｘ２，ｘ３为各阶段的决策变量，各阶段指标函数按加法方式结合．最优值函数ｆｋ（ ｓｋ）为第 ｋ阶段结束

状态为 ｓｋ，第 １至第 ｋ阶段的最大值．
４ｘ１

＝ ｓ１，　 ｓ１＋２ｘ２
＝ ｓ２，　 ｓ２＋３ｘ３

＝ ｓ３≤１８
则

ｘ１
＝
ｓ１
４
，　 ０≤ｘ２≤

ｓ２
２
，　 ０≤ｘ３≤

ｓ３
３

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍａｘ
ｘ
１
＝
ｓ
１
４

［３ｘ３
１－４ｘ１］ ＝ ３

６４
ｓ３１－ｓ１

最优解为 ｘ∗
１
＝
ｓ１
４
．

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤

ｓ
２
２

［２ｘ２
２
－５ｘ２

＋ｆ１（ ｓ１）］

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤

ｓ
２
２

２ｘ２
２
－５ｘ２

＋ ３
６４（ ｓ２

－２ｘ３）
２－（ ｓ２－２ｘ２）[ ]

＝
３ｓ３２
６４

－ｓ２

最优解为 ｘ∗
２
＝ ０．

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤

ｓ
３
３

［２ｘ３
＋ｆ２（ ｓ２）］ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
３
≤

ｓ
３
３

２ｘ３
＋
３ｓ３２
６４

－ｓ２
é

ë
êê

ù

û
úú
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＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤

ｓ
３
３

２ｘ３
＋
３（ ｓ３－３ｘ３）

３

６４
－（ ｓ３－３ｘ３）

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤

ｓ
３
３

５ｘ３
＋
３（ ｓ３－３ｘ３）

３

６４
－ｓ３＋３ｘ３

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ３
６４

ｓ２３－ｓ３

最优解为 ｘ∗
３
＝ ０．

ｍａｘ ｚ ＝ｍａｘ｛ ｆ３（ ｓ３）｝ ＝ｍａｘ ３
６４ ｓ

２
３－ｓ３{ } ＝ ２０４３

８
　 （ ｓ３ ＝ １８） ．

ｓ２ ＝ ｓ３－３ｘ
∗
３
＝ １８－０＝ １８

ｓ１ ＝ ｓ２－２ｘ
∗
２
＝ １８－２×０＝ ０

ｘ∗
１
＝
ｓ１
４

＝ １８
４

＝ ９
２

最优解为 ｘ∗
１
＝ ９

２
，ｘ∗

２
＝ ０，ｘ∗

３
＝ ０．

（６） 划分 ｎ个阶段，状态变量为 ｓ０，ｓ１，…，ｓｎ，ｓｎ ＝ ｃ．ｘ１，…，ｘｎ 为各阶段决策变量．其指标函数按加法
方式结合．最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）为第 ｋ阶段结束状态为 ｓｋ，第 １至第 ｋ阶段的最小值．

ｓ１ ＝ ｘ１，　 ｓ１＋ｘ２
＝ ｓ２，　 …，　 ｓｎ－１＋ｘｎ ＝ ｓｎ ＝ ｃ．

则

ｘ１
＝ ｓ１，　 ０≤ｘ２≤ｓ２，　 …，　 ０≤ｘｎ≤ｓｎ，

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍｉｎ
ｘ
１
＝ ｓ

１

（ｘｐ１）＝ ｓｐ１

最优解为 ｘ∗
１
＝ ｓ１ ．

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［ｘｐ２＋ｆ１（ ｓ１）］ ＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［ｘｐ２＋ｓ
ｐ
１］

＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［ｘｐ２＋（ ｓ２－ｘ２）
ｐ］ ＝ ２·

ｓ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ

最优解为 ｘ∗
２
＝ ｓ２

２
．

依此类推

ｆｎ（ ｓｎ）＝ ｎ·
ｓｎ
ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｐ

最优解为 ｘ∗
ｎ
＝
ｓｎ
ｎ
．

ｓｎ－１ ＝ ｓｎ－ｘ
∗
ｎ
＝ ｓｎ－

ｓｎ
ｎ

＝ ｎ－１
ｎ

ｓｎ

ｘ∗
ｎ－１

＝ １
ｎ－１

ｓｎ－１ ＝
１

ｎ－１
·ｎ－１

ｎ
ｓｎ ＝

１
ｎ
ｓｎ

依此类推

ｘ∗
１
＝ １

ｎ
ｓｎ

而　 ｘ∗
１
＋…＋ｘ∗

ｎ
＝Ｃ
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∴ ｓｎ ＝Ｃ

最优解为 ｘ∗
１
＝ ｘ∗

２
＝…＝ ｘ∗

ｎ
＝ ｃ

ｎ
．

ｍｉｎ ｚ＝ｎ· １
ｎ ·ｃ( )

ｐ

＝ ｃｐ

ｎｐ－１

９􀆰 ６　 设某人有 ４００ 万元金额，计划在四年内全部用于投资中去．已知在一年内若投资用去 ｘ 万元

就能获得 ｘ万元的效用．每年没有用掉的金额，连同利息（年利息 １０％）可再用于下一年的投资．而每年
已打算用于投资的金额不计利息，试制订金额的使用计划，而使四年内获得的总效用最大？

（１） 用动态规划方法求解；
（２） 用拉格朗日乘数法求解；
（３） 比较两种解法，并说明动态规划方法有哪些优点．
【解】 　 （１） 用动态规划方法解．
设置阶段：按年份分为 ４阶段，则 ｋ＝ １，２，３，４．
状态变量 ｓｋ：第 ｋ年年初的可供投资的金额．
决策变量 ｘｋ：第 ｋ年实际用于投资的金额．
状态转移方程：ｓｋ＋１ ＝ １􀆰 １（ ｓｋ－ｘｋ） ．

允许决策集合：ｐｋ（ ｓｋ）＝
ｘｋ
０ ≤ｘｋ≤ｓｋ{ } ．

最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）：以数量 ｓｋ 可供投资的金额投资于第 ｋ年至第 ４年末所得到的最大效用．
该问题的逆序关系式为

ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

ｋ
≤ｓ

ｋ

｛ ｘｋ ＋ｆｋ＋１（ ｓｋ＋１）｝

ｆ５（ ｓ５）＝ ０　 ｋ＝ ４，３，２，１
{

当 ｋ＝ ４时，ｆ４（ ｓ４）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

４
≤ｓ

４

｛ ｘ４ ｝ ＝ ｓ４

最优解为 ｘ∗
４
＝ ｓ４ ．

当 ｋ＝ ３时

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤ｓ

３

｛ ｘ３
＋ｆ４（ ｓ４）｝ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
３
≤ｓ

３

｛ ｘ３
＋ ｓ４ ｝

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤ｓ

３

｛ ｘ３
＋ １􀆰 １（ ｓ３－ｘ３） ｝ ＝ ２􀆰 １ｓ３ 　 （令关于 ｘ３的一阶导数为 ０）

相应的最优解为 ｘ∗
３
＝ １
２􀆰 １

ｓ３ ．

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

｛ ｘ２
＋ｆ３（ ｓ３）｝ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
２
≤ｓ

２

｛ ｘ２
＋ ２􀆰 １ｓ３ ｝

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

｛ ｘ２
＋ ２􀆰 １×１􀆰 １（ ｓ２－ｘ２） ｝ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
２
≤ｓ

２

｛ ｘ２
＋ ２􀆰 ３１（ ｓ２－ｘ２） ｝

＝ ３􀆰 ３１ｓ２ 　 （由关于 ｘ２的一阶导数为 ０可求得）

相应的最优解为 ｘ∗
２
＝ １
３􀆰 ３１

ｓ２ ．

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

１
≤ｓ

１

｛ ｘ１
＋ｆ２（ ｓ２）｝ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
１
≤ｓ

１

｛ ｘ１
＋ ３􀆰 ３１ｓ２ ｝

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

１
≤ｓ

１

｛ ｘ１
＋ ３􀆰 ３１×１􀆰 １（ ｓ１－ｘ１） ｝ ＝ ｍａｘ

０≤ｘ
１
≤ｓ

１

｛ ｘ１
＋ ３􀆰 ４６１（ ｓ１－ｘ１） ｝

＝ ４􀆰 ４６１ｓ１ 　 （由关于 ｘ１的一阶导数为 ０可求得）
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相应的最优解为 ｘ∗
１
＝

ｓ１
４􀆰 ４６１

．

而　 ｓ１ ＝ ４００
故 ４年内的最大效用为

ｆ１（４００）＝ ４􀆰 ４６１×４００ ＝ ４３（万元）
返推可得最优解为

ｘ∗
１
＝

ｓ１
４􀆰 ４６１

＝ ４００
４􀆰 ４６１

＝ ８６（万元）

ｘ∗
２
＝ １
３􀆰 ３１

ｓ２ ＝
１

３􀆰 ３１
×１􀆰 １（ ｓ１－ｘ

∗
１ ）＝ １

３􀆰 ３１
×１􀆰 １（４００－８６）＝ １０４（万元）

ｘ∗
３
＝ １
２􀆰 １

ｓ３ ＝
１

２􀆰 １
×１􀆰 １×（ ｓ２－ｘ

∗
２ ）＝ １２６（万元）

ｘ∗
４
＝ ｓ４ ＝ １􀆰 １（ ｓ３－ｘ

∗
３ ）＝ １５３（万元）

（２） 用拉格朗日乘数法解．
第 ｉ年（ ｉ＝ １，２，３，４）用于投资的金额为 ｘｉ 万元，获得效用为 ｘｉ万元，没有用掉的金额为 ｙｉ 万元，其

中 ｙ４
＝ ０，则

ｍａｘ ｚ＝ ｘ１
＋ ｘ２

＋ ｘ３
＋ ｘ４

ｓ􀆰 ｔ􀆰

ｘ１
＋ｙ１

＝ ４００

ｘ２
＋ｙ２

＝ １􀆰 １ｙ１

ｘ３
＋ｙ３

＝ １􀆰 １ｙ２

ｘ４
＝ １􀆰 １ｙ３

ｘｉ≥０，ｉ＝ １，２，３，４

ｙ ｊ≥０，ｊ＝ １，２，３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

拉格朗日函数为

Ｌ（ｘｉ，ｙｉ，λｉ）＝ （ ｘ１
＋ ｘ２

＋ ｘ３
＋ ｘ４ ）＋λ１（ｘ１

＋ｙ１
－４００）＋λ２（ｘ２

＋ｙ２
－１􀆰 １ｙ１）

＋λ３（ｘ３
＋ｙ３

－１􀆰 １ｙ２）＋λ４（ｘ４
－１􀆰 １ｙ３）

其中 λｉ≥０　 （ ｉ＝ １，２，３，４）
∂Ｌ
∂ｘｉ

＝ １
２

１
ｘｉ

＋λｉ ＝ ０

∂Ｌ
∂ｙ１

＝λ１－１􀆰 １λ２ ＝ ０

∂Ｌ
∂ｙ２

＝λ２－１􀆰 １λ３ ＝ ０

∂Ｌ
∂ｙ３

＝λ３－１􀆰 １λ４ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

则

ｘｉ ＝
１

４λ２
ｉ

λ１ ＝ １􀆰 １λ２

λ２ ＝ １􀆰 １λ３

λ３ ＝ １􀆰 １λ４

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï
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则

ｘｉ ＝
１

４λ２
ｉ

，　 λ３ ＝ １􀆰 １λ４，λ２ ＝ １􀆰 ２１λ４，　 λ１ ＝（１􀆰 １） ３λ４ ＝ １􀆰 ３３１λ４

ｘ４
＝ １
４ｘ２

４

，ｘ３
＝ １
４λ２

３

＝ １
４×１􀆰 １２λ２

４

ｘ２
＝ １
４λ２

２

＝ １
４×１􀆰 ２１２λ２

４

，ｘ１
＝ １
４ｘ２

１

＝ １
４×１􀆰 ３３１２λ２

４

ｙ３
＝ １
１􀆰 １

ｘ４
＝ １
４×１􀆰 １

１
λ２

４

ｙ２
＝ １
１􀆰 １

［ｘ３
＋ｙ３］ ＝ １

１􀆰 １
１

４×１􀆰 １２λ２
４

＋ １
４×１􀆰 １

１
λ２

４

é
ë
êê

ù
û
úú ＝ １

１􀆰 １
１

４×１􀆰 ２１
＋ １
４×１􀆰 １[ ] １

λ２
４

ｙ１
＝ １
１􀆰 １

［ｘ２
＋ｙ２］ ＝ １

１􀆰 １
１

４×１􀆰 ２１２＋
１

１􀆰 １
１

４×１􀆰 ２１
＋ １
４×１􀆰 １( )é

ë
êê

ù
û
úú

１
λ２

４

由 ｘ１
＋ｙ１

＝ ４００得
ｘ１

＝ ８６（万元），　 ｘ２
＝ １０４（万元）

ｘ３
＝ １２６（万元），　 ｘ４

＝ １５３（万元）
即为所求最优解．

（３） 两种方法所得结果相吻合，用动态规划方法求解有以下的优点
① 易于确定全局最优解．
② 能得到一族解，便于分析结果，这里得到的不仅是全过程的解，而且包含所有子过程的一族解．
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第 １０章　 动态规划应用举例

１􀆰 掌握资源分配问题的求法．
２􀆰 掌握生产与贮存问题的求法．
３􀆰 了解背包问题和复合系统工作可靠性问题的求法．
４􀆰 掌握排序问题和设备更新问题的求法．
５􀆰 了解货郎担问题的求法．

动态规划原理非常简单，然而，却可以解决很多复杂的问题．根据问题的具体条件不同，有些状态变
量是单一的，有些则是多变量的，有些问题中状态和决策变量是离散取值的，有些则是连续取值的．有些
问题的阶段数是确定的，有些问题的目标是阶段效应求和的形式，而有些则是其他的形式．对于不同形
式的问题在求解中将应用不同的处理方法．

１０􀆰 １　 有一部货车每天沿着公路给四个零售店卸下 ６箱货物，如果各零售店出售该货物所得利润
如表 １０ １所示，试求在各零售店卸下几箱货物，能使获得总利润最大？ 其值是多少？
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表 １０ １

利润 零售店

箱数　 　 　 　 　 　 　
１ ２ ３ ４

０ ０ ０ ０ ０

１ ４ ２ ３ ４

２ ６ ４ ５ ５

３ ７ ６ ７ ６

４ ７ ８ ８ ６

５ ７ ９ ８ ６

６ ７ １０ ８ ６

　 　 【解】 　 由题设，可将问题分为四阶段，ｓｋ 表示分配给第 ｋ至第 ４个零售店的货物数．ｘｋ 表示分配给
第 ｋ个零售店的箱数．
状态转移方程 ｓｋ＋１ ＝ ｓｋ－ｘｋ

ｐｋ（ｘｋ）表示 ｘｋ 箱货物分配到第 ｋ个店的盈利，ｆｋ（ ｓｋ）表示 ｓｋ 箱货物给第 ｋ 至第 ｎ 个零售店的最大盈利
值．
得递推关系为

ｆｋ（ｘｋ）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

ｋ
≤ｓ

ｋ

［ｐｋ（ ｓｋ）＋ｆｋ＋１（ ｓｋ－ｘｋ）］　 ｋ＝ ４，３，２，１

ｆ５（ ｓ５）＝ ０
{
第四阶段，即 ｋ＝ ４时，设将 ｓ４箱货物（ ｓ４ ＝ ０，１，…，６）全部卸下给零售店 ４时，则最大盈利值为
ｆ４（ ｓ４）＝ ｍａｘ

ｘ
４

［ｐ４（ｘ４）］

其中 ｘ４
＝ ｓ４ ＝ ０，１，２，３，４，５，６

数值计算如表 １０ ２所示．
表 １０ ２

ｘ４

ｓ４ 　 　 　

ｐ４（ｘ４）

０ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｆ４（ ｓ４） ｘ∗

４

０ ０ ０ ０

１ ４ ４ １

２ ５ ５ ２

３ ６ ６ ３

４ ６ ６４

５ ６ ６ ５

６ ６ ６ ６

表中 ｘ∗
４ 表示使 ｆ４（ ｓ４）为最大值时的最优决策．

第三阶段，即 ｋ＝ ３时，设把 ｓｓ 箱货物（ ｓ３ ＝ ０，１，２，３，４，５，６）卸下给零售店 ３，零售店 ４时；则对每个 ｓｓ
值，有一种最优分配方案，使最大盈利值

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ
３

［ｐ３（ｘ３）＋ｆ４（ ｓ３－ｘ３）］
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其中 ｘ３
＝ ０，１，２，３，４，５，６

因为给零售店 ３为 ｘ３箱，其盈利 ｐ３（ｘ３），余下的 ｓ３－ｘ３箱就给零售店 ４，则盈利最大值为 ｆ４（ ｓ３－ｘ３），

现要选择 ｘ３的值，使 ｐ３（ｘ３）＋ｆ４（ ｓｓ－ｘ３）取最大值，其数值计算如表１０ ３．

表 １０ ３

ｘ３

ｓ３ 　 　 　

ｐ３（ｘ３）＋ｆ４（ ｓ３－ｘ３）

０ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｆ３（ ｓ３） ｘ∗

３

０ ０＋０＝ ０ ０ ０

１ ０＋４＝ ４ ３＋０＝ ３ ４ ０

２ ０＋５＝ ５ ３＋４＝ ７ ５＋０＝ ５ ７ １或 ３

３ ０＋６＝ ６ ３＋５＝ ８ ５＋４＝ ９ ７＋０＝ ７ ９ ２

４ ０＋６＝ ６ ３＋６＝ ９ ５＋５＝ １０ ７＋４＝ １１ ８＋０＝ ８ １１ ３

５ ０＋６＝ ６ ３＋６＝ ９ ５＋６＝ １１ ７＋５＝ １２ ８＋４＝ １２ ８＋０＝ ８ １２ ３

６ ０＋６＝ ６ ３＋６＝ ９ ５＋６＝ １１ ７＋６＝ １３ ８＋５＝ １３ ８＋４＝ １２ ８＋０＝ ８ １３ ３

　 　 第二阶段，即 ｋ＝ ２时，设把 ｓ２箱货物（ ｓ２ ＝ ０，１，２，３，４，５，６）分配给零售店，２，３，４时，则对每个 ｓ２值，
有一种最优分配方案，使最大盈利值为

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ
２

［ｐ２（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ２－ｘ２）］

其中 ｘ２
＝ ０，１，２，３，４，５，６
因为零售店 ２分给 ｘ２箱货物，其盈利为 ｐ２（ｘ２），余下的 ｓ２－ｘ２台就给零售店 ３，４，则它的盈利值为 ｆ３

（ ｓ２－ｘ２），则要选择 ｘ２的值，使 ｐ２（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ２－ｘ２）取最大值，其数值计算如表 １０ ４．
表 １０ ４

ｘ４

ｓ４ 　 　 　

ｐ２（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ２－ｘ２）

０ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｆ２（ ｓ２） ｘ∗

２

０ ０

１ ４ ２ ４ ０

２ ７ ６ ４ ７ ０

３ ９ ９ ８ ６ ９ ０，１

４ １１ １１ １１ １０ ８ １１ ０，１，２

５ １２ １３ １３ １３ １２ ９ １３ １，２，３

６ １３ １４ １５ １５ １５ １３ １０ １５ ２，３，４

　 　 第一阶段，即 ｋ＝ １时，设把 ｓ１箱货物（ ｓ１ ＝ ６）分配给零售店 １，２，３，４时，则最大盈利为
ｆ１（６）＝ ｍａｘ

ｘ
１

［ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（６－ｘ１）］

其中 ｘ１
＝ ０，１，２，３，４，５，６
因为零售店 １分给 ｘ１箱，其盈利为 ｐ１（ｘ１），剩下 ６－ｘ１箱就给零售店 ２，３，４，则它的盈利最大值为 ｆ２

（６－ｘ１），现要选择 ｘ１值，使 ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（６－ｘ１）取最大值，它就是所求的总盈利最大值，其数值计算如表 １０
５．
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表 １０ ５

ｘ１

ｓ１ 　 　 　

ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（ ｓ２－ｘ１）

０ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｆ１（６） ｘ∗

１

６ １５ １７ １７ １６ １４ １１ ７ １７ １，２

故知总利润最大值为 １７；最优分配方案有六种依次卸箱数为
① （１，１，３，１）　 　 　 　 ② （１，２，２，１）
③ （１，５，１，１） ④ （２，０，３，１）
⑤ （２，１，２，１） ⑥ （２，２，１，１）
１０􀆰 ２　 设有某种肥料共 ６个单位重量，准备供给四块粮田用．其每块田施肥数量与增产粮食数字关

系如表 １０ ６所示．试求对每块田施多少单位重量的肥料，才使总的增产粮食最多．
表 １０ ６

施　 肥
粮　 　 田

１ ２ ３ ４

０ ０ ０ ０ ０

１ ２０ ２５ １８ ２８

２ ４２ ４５ ３９ ４７

３ ６０ ５７ ６１ ６５

４ ７５ ６５ ７８ ７４

５ ８５ ７０ ９０ ８０

６ ９０ ７３ ９５ ８５

　 　 【解】 　 问题可划分为 ４个阶段，ｓｋ 表示分配给第 ｋ至第 ４块田的肥料重量，ｘｋ 表示分给第 ｋ块田的
肥料重量．
状态转移方程 ｓｋ＋１ ＝ ｓｋ－ｘｋ

ｐｋ（ｘｋ）为 ｘｋ 的肥料用于第 ｋ块田的增产数，ｆｋ（ ｓｋ）表示为 ｓｋ 的肥料分配给 ｋ至 ４块田的最大产值．
递推公式为

ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍａｘ
０≤ｘ

ｋ
≤ｓ

ｋ

［ｐｋ（ｘｋ）＋ｆｋ＋１（ ｓｋ－ｘｋ）］　 ｋ＝ １，２，３，４

ｆ５（ ｓ５）＝ ０
{
第四阶段，即 ｋ＝ ４时，设将 ｓ４个单位（ ｓ４ ＝ ０，１，…，６），全部分配给第 ４块田地时，则最大的盈利值为
ｆ４（ ｓ４）＝ ｍａｘ［ｐ４（ｘ４）］

其中 ｘ４
＝ ｓ４ ＝ ０，１，２，…，６
因为此时只有一块田地，全部分配给第 ４块田地，故它的盈利值就是该段的最大盈利值，其数值计

算如表 １０ ７．
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表 １０ ７

ｓ４ 　 　 　
ｐ４（ｘ４）

０ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｆ４（ ｓ４） ｘ∗

４

０ ０ ０ ０

１ ２８ ２８ １

２ ４７ ４７ ２

３ ６５ ６５ ３

４ ７４ ７４ ４

５ ８０ ８０ ５

６ ８５ ８５ ６

　 　 第三阶段，即 ｋ＝ ３时，把 ｓ３个单位重量（ ｓ３ ＝ ０，１，２，…，６）分配给第 ３，４ 两块田地时，则对每个 ｓ３的
值，有一种最优分配方案，使最大盈利阶值为

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ
３

［ｐ３（ｘ３）＋ｆ４（ ｓ３－ｘ３）］

其中 ｘ３
＝ ０，１，２，３，４，５，６．
给第 ３块田分 ｘ３个单位重量，其盈利为 ｐ３（ｘ３），余下的 ｓ３－ｘ３个单位重量就给第 ４块田地，则它的盈

利最大值为 ｆ４（ ｓ３－ｘ３），现要选择 ｘ３的值，使 ｐ３（ｘ３）＋ｆ４（ ｓ３－ｘ３）的最大值，其数值计算如表 １０ ８．
表 １０ ８

ｘ３

ｓ３ 　 　 　

ｐ３（ｘ３）＋ｆ４（ ｓ３－ｘ３）

０ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｆ３（ ｓ３） ｘ∗

４

０ ０ ０ ０

１ ２８ １８ ２８ ０

２ ４７ ４６ ３９ ４７ ０

３ ６５ ６５ ６７ ６１ ６７ ２

４ ７４ ８３ ８６ ８９ ７８ ８９ ３

５ ８０ ９２ １０４ １０８ １０６ ９０ １０８ ３

６ ８５ ９８ １１３ １２６ １２５ １１８ ９５ １２６ ３

　 　 第二阶段，即 ｋ＝ ２时，把 ｓ２个单位重量（ ｓ２ ＝ ０，１，２，３，４，５，６）分配给第 ２，３，４块田地时，则对每个 ｓ２
值，有一种最优分配方案，使最大盈利值为

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ
２

［ｐ２（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ２－ｘ２）］

其中 ｘ２
＝ ０，１，２，３，４，５，６．
分给第 ２块田地 ｘ２个单位重量，其盈利为 ｐ２（ｘ２），余下的（ ｓ２ －ｘ２）个单位就给第 ３，块田地，则它的

盈利最大值为 ｆ３（ ｓ２－ｘ３），现要选择 ｘ２的值，使 ｐ２（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ２－ｘ２）取最大值，其数值如表 １０ ９．
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表 １０ ９

ｘ２

ｓ２ 　 　 　 　

ｐ４（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ２－ｘ２）

０ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｆ２（ ｓ２） ｘ∗

２

０ ０ ０ ０

１ ２８ ２５ ２８ ０

２ ４７ ５３ ４５ ５３ １

３ ６７ ７２ ７３ ５７ ７３ ２

４ ８９ ９２ ９２ ８５ ６５ ９２ １，２

５ １０８ １１４ １１２ １０４ ９３ ７０ １１４ １

６ １２６ １３３ １３４ １３３ １２８ １１３ ９０ １３４ ０，１，２

　 　 第一阶段，即 ｋ＝ １时，把 ｓ１个单位重量（这里只有 ｓ１ ＝ ６的情况）分配给第 １，２，３，４ 块田地时，则最
大盈利值为

ｆ１（６）＝ ｍａｘ
ｘ
１

［ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（６－ｘ１）］

其中 ｘ１
＝ ０，１，２，３，４，５，６．
给第 １块田地 ｘ１个单位重量，其盈利值为 ｐ１（ｘ１），剩下的（６－ｘ１）个单位重量，就分给第 ２，３，４块田

地，则它的盈利最大值为 ｆ２（６－ｘ１），现要选择 ｘ１的值，使 ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（６－ｘ１）取最大值，它就是所求的总盈
利最大值，其数值为表 １０ １０．

表 １０ １０

ｘ１

ｓ１ 　 　 　

ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（ ｓ１－ｘ１）

０ １ ２ ３ ４ ５ ６
ｆ１（ ｓ１） ｘ∗

１

６ １３４ １３４ １３４ １３３ １２８ １１３ ９０ １３４ ０，１，２

综合上述得最大产量为 １３４，最优方案如下：
① ｘ∗

１
＝ ０，ｘ∗

２
＝ ２，ｘ∗

３
＝ ３，ｘ∗

４
＝ １

② ｘ∗
１
＝ １，ｘ∗

２
＝ １，ｘ∗

３
＝ ３，ｘ∗

４
＝ １

③ ｘ∗
１
＝ ２，ｘ∗

２
＝ １，ｘ∗

３
＝ ３，ｘ∗

４
＝ １

④ ｘ∗
１
＝ ２，ｘ∗

２
＝ ２，ｘ∗

３
＝ ０，ｘ∗

４
＝ ２

１０􀆰 ３　 某公司打算向它的三个营业区增设六个销售店，每个营业区至少增设一个．从各区赚取的利
润与增设的销售店个数有关，其数据为

销售店增加数 Ａ区利润 Ｂ区利润 Ｃ区利润

０ １００（万元） ２００ １５０

１ ２００ ２１０ １６０

２ ２８０ ２２０ １７０

３ ３３０ ２２５ １８０
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４ ３４０ ２３０ ２００

试求各区应分配几个增设的销售店，才能使总利润最大？ 其值是多少？
【解】 　 按营业区分为三个阶段，ｋ＝ １，２，３．
ｓｋ 为 ｋ至第三个区增设的店数；ｘｋ 为第 ｋ个区增设的店，并根据题意有 ｘｋ≥１，ｐｋ（ｓｋ）为 ｋ区增设 ｘｋ 店

所取得的利润；ｆｋ（ｓｋ）为从第 ｋ至第 ３个区分配 ｓｋ 的设置的最大利润．

状态转移方程为 ｓｋ＋１ ＝ ｓｋ－ｘｋ，则有逆序递推关系

ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍａｘ
１≤ｘ

ｋ
≤ｓ

ｋ

｛ｐｋ（ｘｋ）＋ｆｋ＋１（ ｓｋ＋１）｝　 （ｋ＝ ３，２，１）

ｆ４（ ｓ４）＝ ０
{
第三阶段，即 ｋ＝ ３
设将 ｓ３个销售店（ ｓ３ ＝ １，２，３，４）全部分配给 Ｃ区时，则最大盈利值为

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
ｘ
３

［ｐ３（ｘ３）］

其中 ｘ３
＝ ｓ３ ＝ １，２，３，４．
此时只有 Ｃ区增设，增设多少个销售店就全部分配给 Ｃ区，故它的盈利就是该段的最大盈利值，其

数值计算为表 １０ １１．
表 １０ １１

ｘ３

ｓ３ 　 　 　

ｐ３（ｘ３）

１ ２ ３ ４
ｆ３（ ｓ３） ｘ∗

３

１ １６０ １６０ １

２ １７０ １７０ ２

３ １８０ １８０ ３

４ ２００ ２００ ４

　 　 第二阶段，即 ｋ＝ ２
设把增设 ｓ２个销售店（ ｓ２ ＝ ２，３，４，５）分配给 Ｂ、Ｃ区时，则对每个 ｓ２值有一种最优分配方案，使最大

盈利值为

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
ｘ
２

［ｐ２（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ２－ｘ２）］

其中 ｘ２
＝ １，２，３，４．

给 Ｂ区增设 ｘ２个销售店，其盈利为 ｐ２（ｘ２），剩下的（ ｓ２ －ｘ２）个销售店就给 Ｃ 区，则它的盈利最大值

为 ｆ３（ ｓ２－ｘ２），现要选择 ｘ２的值，使 ｐ２（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ２－ｘ３）取最大值，其数值计算如表 １０ １２．

表 １０ １２

ｘ２

ｓ２ 　 　 　

ｐ２（ｘ２）＋ｆ３（ ｓ３）

１ ２ ３ ４
ｆ２（ ｓ２） ｘ∗

２

２ ３７０ ３７０ １

３ ３８０ ３８０ ３８０ １，２

４ ３９０ ３９０ ３８５ ３９０ １，２
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５ ４１０ ４００ ３９５ ３９０ ４１０ １

　 　 第一阶段，即 ｋ＝ １
设 ｓ１个销售店（ ｓ１ ＝ ６）分配给 Ａ、Ｂ、Ｃ三个区时，则最大盈利值为
ｆ１（６）＝ ｍａｘ

ｘ
１

［ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（６－ｘ１）］

其中 ｘ１
＝ １，２，３，４．
因为给 Ａ区增设 ｘ１个零售店，其盈利 ｐ１（ｘ１），剩下的（６－ｘ１）个零售店，给 Ｂ和 Ｃ两区，则它为盈利

最大值为 ｆ１（６－ｘ１），现要选择 ｘ１值，使 ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（６－ｘ１）取最大值，它就是阶求的总盈利最大值，其数值
计算如表 １０ １３．

表 １０ １３

ｘ１

ｓ１ 　 　 　

ｐ１（ｘ１）＋ｆ２（ ｓ１－ｘ１）

１ ２ ３ ４
ｆ１（ ｓ１） ｘ∗

１

６ ６１０ ６７０ ７１０ ７１０ ７１０ ３，４

故总利润最大为 ７１０万元，增设方案有三个分别为
① Ａ＝ ３，Ｂ＝ １，Ｃ＝ ２
② Ａ＝ ３，Ｂ＝ ２，Ｃ＝ １
③ Ａ＝ ４，Ｂ＝ １，Ｃ＝ １
１０􀆰 ４　 某工厂有 １００台机器，拟分四个周期使用，在每一周期有两种生产任务．据经验，把机器 ｘ１台

投入第一种生产任务，则在一个生产周期中将有 ｘ１ ／ ３台机器作废；余下的机器全部投入第二种生产任
务，则有 １ ／ １０机器作废．如果干第一种生产任务每台机器可收益 １０，干第二种生产任务每台机器可收益
７．问怎样分配机器，使总收益最大？

【解】 　 按周期划分为 ４阶段 ｋ＝ １，２，３，４．
状态变量 ｓｋ 表示第 ｋ年初的完好机器数．
决策变量 ｕｋ 表示，第 ｋ年度用于第一种任务的机器数，则 ｓｋ－ｕｋ 表示该年度第二种任务所用的机器

台数；
状态转移方程为

ｓｋ＋１ ＝ １－
１
３( ) ｕｋ

＋ １－
１
１０( ) （ ｓｋ－ｕｋ）＝

２
３
ｕｋ

＋ ９
１０

（ ｓｋ－ｕｋ）

设 ｖｋ（ ｓｋ，ｕｋ）为第 ｋ周期的收益，则
ｖｋ ＝ １０ｕｋ

＋７（ ｓｋ－ｕｋ）
指标函数为

ｖ１，４ ＝ ∑
４

ｋ ＝ １
ｖｋ（ ｓｋ，ｕｋ）

最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）为由资源是 ｓｋ 出发，从第 ｋ至第 ４周期的总收益最大值，递推关系式为
ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍａｘ

０≤ｕ
ｋ
≤７ｋ（ ｓｋ

）
｛ｖｋ＋ｆｋ＋１（ ｓｋ＋１）｝

ｆ５（ ｓ５）＝ ０
{
ｆ４（ ｓ４）＝ ｍａｘ

０≤ｕ
４
≤ｓ

４

［１０ｕ４
＋７（ ｓ４－ｕ４）］
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＝ ｍａｘ
０≤ｕ

４
≤ｘ

４

［７ｓ４＋３ｕ４］ ＝ ７ｓ４＋３ｓ４ ＝ １０ｓ４

最优解为 ｕ∗
４
＝ ｓ４

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍａｘ
０≤ｕ

３
≤ｓ

３
３ｕ３

＋７ｓ３＋１０
２
３ ｕ３

＋ ９
１０（ ｓ３

－ｕ３）[ ]{ }

＝ ｍａｘ
０≤ｕ

３
≤ｓ

３
１６ｓ３＋

２
３ ｕ３[ ] ＝ １６ｓ３＋

２
３
ｓ３ ＝

５０
３
ｓ３

最优解为 ｕ∗
３
＝ ｓ３

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍａｘ
０≤ｕ

２
≤ｓ

２
３ｕ２

＋７ｓ２＋
５０
３

２
３ ｕ２

＋ ９
１０（ ｓ２

－ｕ２）[ ]{ }

＝ ｍａｘ
０≤ｕ

２
≤ｓ

２
２２ｓ２－

８
９ ｕ２[ ] ＝ ２２ｓ２－

８
９

×０＝ ２２ｓ２

最优解为 ｕ∗
２
＝ ０

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍａｘ
０≤ｕ

１
≤ｓ

１
３ｕ１

＋７ｓ１＋２２
２
３ ｕ１

＋ ９
１０（ ｓ１

－ｕ１）[ ]{ }

＝ ｍａｘ
０≤ｕ

１
≤ｓ

１

１３４
５ ｓ１－

３２
１５ｕ１[ ] ＝ １３４

５
ｓ１－

３２
１５

×０＝
１３４ｓ１
５

最优点解为 ｕ∗
１
＝ ０

因为 ｓ１ ＝ １００，故最大总收益

ｆ１（ ｓ１）＝ １３４×１００
５

＝ ２ ６８０

反推运算即可得到最优策略如下

第一周期 １００台全部投入第二种任务；
第二周期 １００台机器全部投入第二种任务；
第三周期 ８１台机器投入第一种任务；
第四周期 ５４台机器全部投入第一种任务．
１０􀆰 ５　 用逐次逼近法求解下述问题
ｍａｘ ｚ＝ ｘ２

１ｙ１
＋３ｘ２ｙ

２
２＋４ｘ

２
３ｙ３

２ｘ１
＋３ｘ２

＋４ｘ３≤２４

３ｙ１
＋２ｙ２

＋５ｙ３≤３０

ｘｉ≥０，ｙ ｊ≥０且为整数．　 （ ｉ＝ １，２，３　 ｊ＝ １，２，３）

ì

î

í

ïï

ïï

【解】 　 逐次逼近法的思想为：先保持一个变量不变，对另一个变量实现最优化，然后交替固定，以
迭代的形式反复进行，直到获得某种要求为止．
设 ｘ（０）＝ （４，２，２） Ｔ，固定 ｘ＝ ｘ（０） ，对 ｙ求解．
问题转化为

ｍａｘ ｚ＝ １６ｙ１
＋６ｙ２

２＋１６ｙ３

３ｙ１
＋２ｙ２

＋５ｙ３≤３０

ｙｉ≥０且为整数 ｉ＝ １，２，３{
利用动态规划法得：
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ｆ３（３０）＝ ｍａｘ
３ｙ

１
＋２ｙ

２
＋５ｙ

３
≤３０

ｙ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛１６ｙ１
＋６ｙ２

２＋１６ｙ３｝ ＝ ｍａｘ
３０－５ｙ

３
≥３ｙ

１
＋２ｙ

２
ｙ
１
，ｙ

２
，ｙ

３
≥０

｛（１６ｙ３）＋１６ｙ１
＋６ｙ２

２｝

＝ｍａｘ ｛０＋ｆ２（３０），１６＋ｆ２（２５），３２＋ｆ２（２０），４８＋ｆ２（１５），６４＋ｆ２（１０），８０＋ｆ２（５），
９６＋ｆ２（０）｝

要求出 ｆ３（３０），必须计算 ｆ２（３０），ｆ２（２５），ｆ２（２０），ｆ２（１５），ｆ２（１０），ｆ２（５），ｆ２（０）

ｆ２（２０）＝ ｍａｘ
３ｙ

１
＋２ｙ

２
≤２０

ｙ
１
，ｙ

２
≥０

｛１６ｙ１
＋６ｙ２

２｝ ＝ ｍａｘ
２０－３ｙ

１
≥２ｙ

２
ｙ
１
，ｙ

２
≥０

｛（１６ｙ１）＋６ｙ
２
２｝

＝ｍａｘ ｛０＋ｆ１（２０），１６＋ｆ１（１７），３２＋ｆ１（１４），４８＋ｆ１（１１），６４＋ｆ１（８），８０＋ｆ１（５），
９６＋ｆ１（２）｝

ｆ２（３０）＝ ｍａｘ
３ｙ

１
＋２ｙ

２
≤３０

ｙ
１
，ｙ

２
≥０

｛０＋ｆ１（３０），１６＋ｆ１（２７），３２＋ｆ１（２４），４８＋ｆ１（２１），６４＋ｆ１（１８），８０＋ｆ１（１５），

９６＋ｆ１（１２），１１２＋ｆ１（９），１２８＋ｆ１（６），１４４＋ｆ１（３），１６０＋ｆ１（０）｝

ｆ２（２５）＝ ｍａｘ
３ｙ

１
＋２ｙ

２
≤２５

ｙ
１
，ｙ

２
≥０

｛１６ｙ１
＋６ｙ２

２｝

＝ｍａｘ ｛０＋ｆ１（２５），１６＋ｆ１（２２），３２＋ｆ１（１９），４８＋ｆ１（１６），６４＋ｆ１（１３），８０＋ｆ１（１０），
９６＋ｆ１（７），１１２＋ｆ１（４），１２８＋ｆ１（１）｝

ｆ２（１５）＝ ｍａｘ
３ｙ

１
＋２ｙ

２
≤１５

ｙ
１
，ｙ

２
≥０

｛１６ｙ１
＋６ｙ２

２｝

＝ｍａｘ｛０＋ｆ１（１５），１６＋ｆ１（１２），３２＋ｆ１（９），４８＋ｆ１（６），６４＋ｆ１（３），８０＋ｆ１（０）｝
ｆ２（１０）＝ ｍａｘ｛０＋ｆ１（１０），１６＋ｆ４（７），３２＋ｆ１（４），４８＋ｆ１（１）｝
ｆ２（５）＝ ｍａｘ｛０＋ｆ１（５），１６＋ｆ１（２）｝
ｆ２（０）＝ ０

要求出 ｆ２（３０），ｆ２（２５），ｆ２（２０），ｆ２（１５），ｆ２（１０），ｆ２（５），ｆ２（０）；必须先计算出ｆ１（３０），ｆ１（２７），ｆ１（２４），ｆ１（２５），
ｆ１（２１），ｆ１（２２），ｆ１（２０），ｆ１（１９），ｆ１（１８），ｆ１（１７），ｆ１（１６），ｆ１（１５），ｆ１（１４），ｆ１（１３），ｆ１（１２），ｆ１（１１），ｆ１（１０），ｆ１
（９），ｆ１（８），ｆ１（７），ｆ１（６），ｆ１（５），ｆ１（４），ｆ１（３），ｆ１（２），ｆ１（１），ｆ１（０） ．［］表示取整数部分．

ｆ１（３０）＝ ６×１５２ ＝ １ ３５０　 　 则 ｙ２
＝ １５

ｆ１（２７）＝ ６× ２７
２[ ]

２

＝ ６×１３２ ＝ １ ０１４　 　 则 ｙ２
＝ ２７

２[ ] ＝ １３

ｆ１（２５）＝ ６× ２５
２[ ]

２

＝ ６×１２２ ＝ ８６４　 　 则 ｙ２
＝ ２５

２[ ] ＝ １２

ｆ１（２４）＝ ６× ２４
２[ ]

２

＝ ６×１２２ ＝ ８６４　 　 则 ｙ２
＝ ２４

２[ ] ＝ １２

ｆ１（２２）＝ ６× ２２
２[ ]

２

＝ ６×１１２ ＝ ７２６　 　 则 ｙ２
＝ ２２

２[ ] ＝ １１

ｆ１（２１）＝ ６× ２１
２[ ]

２

＝ ６×１０２ ＝ ６００　 　 则 ｙ２
＝ ２１

２[ ] ＝ １０

ｆ１（２０）＝ ６× ２０
２[ ]

２

＝ ６×１０２ ＝ ６００　 　 则 ｙ２
＝ ２０

２[ ] ＝ １０

ｆ１（１９）＝ ６× １９
２[ ]

２

＝ ６×９２ ＝ ４８６　 　 则 ｙ２
＝ １９

２[ ] ＝ ９
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ｆ１（１８）＝ ６× １８
２[ ]

２

＝ ６×９２ ＝ ４８６　 　 则 ｙ２
＝ １８

２[ ] ＝ ９

ｆ１（１７）＝ ６× １７
２[ ]

２

＝ ６×８２ ＝ ３８４　 　 则 ｙ２
＝ １７

２[ ] ＝ ８

ｆ１（１６）＝ ６× １６
２[ ]

２

＝ ６×８２ ＝ ３８４　 　 则 ｙ２
＝ １６

２[ ] ＝ ８

ｆ１（１５）＝ ６× １５
２[ ]

２

＝ ６×７２ ＝ ２９４　 　 则 ｙ２
＝ １５

２[ ] ＝ ７

ｆ１（１４）＝ ６× １４
２[ ]

２

＝ ６×７２ ＝ ２９４　 　 则 ｙ２
＝ １４

２[ ] ＝ ７

ｆ１（１３）＝ ６× １３
２[ ]

２

＝ ６×６２ ＝ ２１６　 　 则 ｙ２
＝ １３

２[ ] ＝ ６

ｆ１（１２）＝ ６× １２
２[ ]

２

＝ ６×６２ ＝ ２１６　 　 则 ｙ２
＝ １２

２[ ] ＝ ６

ｆ１（１１）＝ ６× １１
２[ ]

２

＝ ６×５２ ＝ １５０　 　 则 ｙ２
＝ １１

２[ ] ＝ ５

ｆ１（１０）＝ ６× １０
２[ ]

２

＝ ６×５２ ＝ １５０　 　 则 ｙ２
＝ １０

２[ ] ＝ ５

ｆ１（９）＝ ６× ９
２[ ]

２

＝ ６×４２ ＝ ９６　 　 则 ｙ２
＝ ９

２[ ] ＝ ４

ｆ１（８）＝ ６× ８
２[ ]

２

＝ ６×４２ ＝ ９６　 　 则 ｙ２
＝ ８

２[ ] ＝ ４

ｆ１（７）＝ ６× ７
２[ ]

２

＝ ６×３２ ＝ ５４　 　 则 ｙ２
＝ ７

２[ ] ＝ ３

ｆ１（６）＝ ６× ６
２[ ]

２

＝ ６×３２ ＝ ５４　 　 则 ｙ２
＝ ６

２[ ] ＝ ３

ｆ１（５）＝ ６× ５
２[ ]

２

＝ ６×２２ ＝ ２４　 　 则 ｙ２
＝ ５

２[ ] ＝ ２

ｆ１（４）＝ ６× ４
２[ ]

２

＝ ６×２２ ＝ ２４　 　 则 ｙ２
＝ ４

２[ ] ＝ ２

ｆ１（３）＝ ６× ３
２[ ]

２

＝ ６×１２ ＝ ６　 　 则 ｙ２
＝ ３

２[ ] ＝ １

ｆ１（２）＝ ６× ２
２[ ]

２

＝ ６×１２ ＝ ６　 　 则 ｙ２
＝ ２

２[ ] ＝ １

ｆ１（１）＝ ６× １
２[ ]

２

＝ ６×０２ ＝ ０　 　 则 ｙ２
＝ １

２[ ] ＝ ０

ｆ１（０）＝ ６× ０
２[ ]

２

＝ ６×０２ ＝ ０　 　 则 ｙ２
＝ ０

２[ ] ＝ ０

从而

ｆ２（３０）＝ ｍａｘ ｛０＋ｆ１（３０），１６＋ｆ１（２７），３２＋ｆ１（２４），４８＋ｆ１（２１），６４＋ｆ１（１８），８０＋ｆ１（１５），
９６＋ｆ１（１２），１１２＋ｆ１（９），１２８＋ｆ１（６），１４４＋ｆ１（３），１６０＋ｆ１（０）｝

＝ｍａｘ ｛１ ３５０，１６＋１ ０１４，３２＋８６４，４８＋６００，６４＋４８６，８０＋２９４，９６＋２１６，１１２＋９６，１２８＋５４，１４４＋６，
１６０＋０｝
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＝ｍａｘ｛１ ３５０，１ ０３０，８９６，６４８，５５０，３７４，３１２，２０８，１８２，１５０，１６０｝
＝ １ ３５０

则 ｙ１
＝ ０

ｆ２（２５）＝ ｍａｘ ｛０＋ｆ１（２５），１６＋ｆ１（２２），３２＋ｆ１（１９），４８＋ｆ１（１６），６４＋ｆ１（１３），８０＋ｆ１（１０），

９６＋ｆ１（７），１１２＋ｆ１（４），１２８＋ｆ１（１）｝
＝ｍａｘ ｛８６４，１６＋７２６，３２＋４８６，４８＋３８４，６４＋２１６，８０＋１５０，９６＋５４，１１２＋２４，１２８＋０｝
＝ｍａｘ｛８６４＋７４２，５１２，４２２，２８０，２３０，１５０，１３６，１２８｝ ＝ ８６４

则 ｙ１
＝ ０

同理可得

ｆ２（２０）＝ ｆ１（２０）＝ ６００

ｆ２（１５）＝ ｆ１（１５）＝ ２９４

ｆ２（１０）＝ ｍａｘ｛０＋ｆ１（１０），１６＋ｆ１（７），３２＋ｆ１（４），４８＋ｆ１（１）｝
＝ｍａｘ｛２５３，１６＋１４４，３２＋６４，４８＋０｝
＝ｍａｘ｛２５０，１６０，９６，４８｝
＝ ２５０

则 ｙ１
＝ ０

ｆ２（５）＝ ｆ１（５）＝ ２４

ｆ３（３０）＝ ｆ２（３０）＝ １ ３５０

于是 ｙ３
＝ ０
因为最优方案：
ｙ１

＝ ０，　 ｙ２
＝ １５，　 ｙ３

＝ ０
ｍａｘ ｚ＝ １ ３５０
然后固定 ｙ１（０，１５，０）

Ｔ 求出

ｍａｘ ｚ２ ＝ ３·ｘ２
×１５２ ＝ ６７５ｘ２

２ｘ１
＋３ｘ２

＋４ｘ３≤２４

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０　 且为整数{
ｘ１

＝ ０，　 ｘ２
＝ ８，　 ｘ３

＝ ０
解之得

ｍａｘ ｚ２ ＝ ６７５×８＝ ５ ４００

固定 Ｘ（１）＝ （０，８，０） Ｔ，再求解可得

Ｙ（２）＝ （０，１５，０） Ｔ

归纳起来，此问题的最优解为
Ｘ∗ ＝（０，８，０） Ｔ，　 Ｙ∗ ＝（０，１５，０） Ｔ

最优目标函数值 ｚ∗ ＝ ０２×０＋３×８×１５２＋４×０２×０＝ ５ ４００．

１０􀆰 ６　 设有三种资源，每单位的成本分别为 ａ、ｂ、ｃ．给定的利润函数为 ｒｉ（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ），
现有资金为 Ｗ，应购买各种资源多少单位分配给 ｎ个行业，才能使总利润最大．试给出动态规划的公式，
并写出它的一维递推关系式．

【解】 　 设该问题数学模型为
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ｍａｘ ｚ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｒｉ 　 （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）

ｓ􀆰 ｔ􀆰
ａ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｘｉ ＋ ｂ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉ ＋ ｃ∑

ｎ

ｉ ＝ １
ｚｉ ≤ ｗ

ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ ≥ ０且为整数
{

则按 ｎ个行业划分 ｎ个阶段
状态变量 ｓｋ 表示第 １至 ｋ阶段的总资金数．
决策变量 ｗｋ 表示第 ｋ阶段所用资金．
状态转移方程

ｓｋ ＝ ｓｋ＋１－ｗｋ－１

最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）表示在 ｓｋ 状态下第 １至 ｋ阶段的最大利润，即

ｆｋ（ ｓｋ） ＝ ｍａｘ ｚ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｒｉ（ｗｉ）

则动态规划的一维递推公式为

ｆ１（ ｓ１）＝ ｍａｘ ｒ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）＝ ｍａｘ ｒ１（ｗ１）
ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍａｘ｛ ｒｉ（ｗｉ）＋ｆｋ－１（ ｓｋ－ｗｋ）｝　 ２≤ｋ≤ｎ
１０􀆰 ７　 若例 ３每个时期的生产数量无限制，其余条件不变，试解之．
【解】 　 将问题按 ４个时期分为 ４阶段；ｖｋ－１为状态变量，表示第 ｋ阶级开始时的库存量，ｘｋ 为决策变

量，表示第 ｋ阶段的生产量，ｄｋ 为第 ｋ阶段对产品需求量，状态转移方程为
ｖｋ ＝ ｖｋ－１＋ｘｋ－ｄｋ；　 ｋ＝ １，２，…，ｎ

最优值函数 ｆｋ（ｖｋ）表示第 １阶段初始库存量为 ０至第 ｋ阶段末库存量为 ｖｋ 的最小总费用．
因为第 ｋ时期生产成本为

ｃｋ（ｘｋ）＝
０　 　 　 　 　 　 ｘｋ ＝ ０

３＋ｘｋ， ｘｋ ＝ １，２，…，ｎ{
第 ｋ时期末库存量为 ｖｋ 时的存贮费用为
ｈｋ（ｖｋ）＝ ０􀆰 ５ｋ，　 σｋ ＝ ｖｋ＋ｄｋ

第 ｋ时期总成本为 ｃｋ（ｘｋ）＋ｈｋ（ｖｋ）
动态规划的顺序递推关系式为

ｆｋ（ｖｋ）＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

ｋ
≤σｋ

［ｃｋ（ｘｋ）＋ｈｋ（ｖｋ）＋ｆｋ－１（ｖｋ＋ｄｋ
－ｘｋ）］　 ｋ＝ ２，３，４

ｆ１（ｖ１）＝ ｍｉｎ
ｘ
１
＝ ｖ

１
＋ｄ

１

［ｃ１（ｘ１）＋ｈ１（ｖ１）］
{
因为

ｆ１（ｖ１）＝ ３＋（ｖ１＋２）＋０􀆰 ５ｖ１ ＝ ５＋１􀆰 ５ｖ

相应的最优解为 ｘ∗
１
＝ ｖ１＋２

又 ｆ２（ｖ２）＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

２
≤σ２

［ｃ２（ｘ２）＋０􀆰 ５ｖ２＋ｆ１（ｖ２＋ｄ２
－ｘ２）］

其中 ｖ２∈［２，６］，所以

ｆ２（ｖ２）＝
９􀆰 ５＋２ｖ２ 　 ｖ２∈［０，３］　 ｘ∗

２
＝ ０

１１＋１􀆰 ５ｖ２ 　 ｖ２∈［３，６］　 ｘ∗
２
＝ ｖ２＋３

{
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ｆ２（０）＝ ９􀆰 ５　 ｆ２（１）＝ １１􀆰 ５　 ｆ２（２）＝ １３􀆰 ５
ｆ２（３）＝ １５􀆰 ５　 ｆ２（４）＝ １７　 ｆ２（５）＝ １８􀆰 ５　 ｆ２（６）＝ ２０

ｆ３（０）＝ ｍｉｎ
５＋９􀆰 ５
４＋１１􀆰 ５
１３􀆰 ５

{ } ＝ｍｉｎ
１４􀆰 ５
１５􀆰 ５
１３􀆰 ５

{ } ＝ １３􀆰 ５

则 ｘ３
＝ ０

ｆ３（１）＝ ｍｉｎ

６＋０􀆰 ５＋９􀆰 ５
５＋０􀆰 ５＋１１􀆰 ５
４＋０􀆰 ５＋１３􀆰 ５
０􀆰 ５＋１５􀆰 ５

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝ｍｉｎ

１６
１７
１８
１６

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝ １６

则 ｘ３
＝ ０或 ３

ｆ３（２）＝ ｍｉｎ

７＋１＋９􀆰 ５
６＋１＋１１􀆰 ５
５＋１＋１３􀆰 ５
４＋１＋１５􀆰 ５
１＋１７

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

＝ｍｉｎ

１７􀆰 ５
１８􀆰 ５
１９􀆰 ５
２０􀆰 ５
１８

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

＝ １７􀆰 ５

则 ｘ３
＝ ４

ｆ３（３）＝ ｍｉｎ

８＋１􀆰 ５＋９􀆰 ５
７＋１􀆰 ５＋１１􀆰 ５
６＋１．５＋１３．５
５＋１􀆰 ５＋１５􀆰 ５
４＋１􀆰 ５＋１７
１􀆰 ５＋１８􀆰 ５

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

＝ｍｉｎ

１９
２０
２１
２２
２２􀆰 ５
２０

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

＝ １９

则 ｘ３
＝ ５

ｆ３（４）＝ ｍｉｎ

９＋２＋９􀆰 ５
８＋２＋１１􀆰 ５
７＋２＋１３􀆰 ５
６＋２＋１５􀆰 ５
５＋２＋１７
４＋２＋１８􀆰 ５
２＋２０

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

＝ｍｉｎ

２０􀆰 ５
２１􀆰 ５
２２􀆰 ５
２３􀆰 ５
２４
２４􀆰 ５
２２

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

＝ ２０􀆰 ５

则 ｘ３
＝ ６

ｆ４（０）＝ ｍｉｎ

７＋１３􀆰 ５
６＋１６
５＋１７􀆰 ５
４＋１９

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝ｍｉｎ

２０􀆰 ５
２２
２２􀆰 ５
２３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝ ２０􀆰 ５

则 ｘ４
＝ ０
再按计算的顺序反推算，可找出每个时期的最优生产决策为：
ｘ∗
１
＝ ５，　 ｘ∗

２
＝ ０，　 ｘ∗

３
＝ ６，　 ｘ∗

４
＝ ０

最小总成本为 ２０􀆰 ５千元．
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１０􀆰 ８　 利用再生产点性质解上题．

【解】 　 ｃｉ（ｘｉ）＝
０　 ｘｉ ＝ ０

３＋ｘｉ 　 ｘｉ ＝ １，２，…，ｎ{ ，　 ｈｉ（ｖｉ）＝ ０􀆰 ５ｖｉ

（１） 先计算 ｃ（ ｊ，ｉ），１≤ｊ≤ｉ，ｉ＝ １，２，３，４，于是有
ｃ（１，１）＝ ｃ（２）＋ｈ（０）＝ ５＋０＝ ５
ｃ（１，２）＝ ｃ（５）＋ｈ（３）＝ ８＋１􀆰 ５＝ ９􀆰 ５
ｃ（１，３）＝ ｃ（７）＋ｈ（５）＋ｈ（２）＝ １０＋２􀆰 ５＋１＝ １３􀆰 ５
ｃ（１，４）＝ ｃ（１１）＋ｈ（９）＋ｈ（６）＋ｈ（４）＝ １４＋４􀆰 ５＋３＋２＝ ２３􀆰 ５
ｃ（２，２）＝ ｃ（３）＋ｈ（０）＝ ６＋０＝ ６
ｃ（２，３）＝ ｃ（５）＋ｈ（２）＝ ８＋１＝ ９
ｃ（２，４）＝ ｃ（９）＋ｈ（６）＋ｈ（４）＝ １２＋３＋２＝ １７
ｃ（３，３）＝ ｃ（２）＋ｈ（０）＝ ５＋０＝ ５
ｃ（３，４）＝ ｃ（６）＋ｈ（４）＝ ９＋２＝ １１
ｃ（４，４）＝ ｃ（４）＋ｈ（０）＝ ７＋０＝ ７
（２） 再计算 ｆｉ，有
ｆ０ ＝ ０，　 ｆ１ ＝ ｆ０＋ｃ（１，１）＝ ０＋５＝ ５

则 ｊ（１）＝ １，ｊ（ｎ）为计算 ｆｎ 时，使 ｆｓ ＝ ｍｉｎ
１≤ｊ≤ｉ

（ ｆ ｊ－１＋ｃ（ ｊ，ｉ））式右边最小的 ｊ值．

ｆ２ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋ｃ（１，２），ｆ１＋ｃ（２，２）］
＝ｍｉｎ［０＋９􀆰 ５，５＋６］ ＝ｍｉｎ［９􀆰 ５，１１］ ＝ ９􀆰 ５

则 ｊ（２）＝ １
ｆ３ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋ｃ（１，３），ｆ１＋ｃ（２，３），ｆ２＋ｃ（３，３）］
＝ｍｉｎ［０＋１３􀆰 ５，５＋９，９􀆰 ５＋５］ ＝ｍｉｎ［１３􀆰 ５，１４，１４􀆰 ５］ ＝ １３􀆰 ５

则 ｊ（３）＝ １
ｆ４ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋（１，４），ｆ１＋ｃ（２，４），ｆ２＋ｃ（３，４），ｆ３＋ｃ（４，４）］
＝ｍｉｎ［０＋２３􀆰 ５，５＋１７，９􀆰 ５＋１１，１３􀆰 ５＋７］
＝ｍｉｎ［２３􀆰 ５，２２，２０􀆰 ５，２０􀆰 ５］ ＝ ２０􀆰 ５

则 ｊ（４）＝ ３或 ４
（３） 最优生产决策
由于（４）＝ ３时，有
ｘ３

＝ｄ３
＋ｄ４

＝ ６，　 ｘ４
＝ ０

因 ｍ＝ ｊ（４）－１＝ ２，　 ｊ（ｍ）＝ ｊ（２）＝ １
ｘ１

＝ｄ１
＋ｄ２

＝ ５，　 ｘ２
＝ ０

于是方案Ⅰ为
ｘ∗
１
＝ ５，　 ｘ∗

２
＝ ０，　 ｘ∗

３
＝ ６，　 ｘ∗

４
＝ ０

因 ｍ＝ ｊ（４）－１＝ ３，　 ｊ（ｍ）＝ ｊ（３）＝ １
则 ｘ１

＝ｄ１
＋ｄ２

＋ｄ３
＝ ７，　 ｘ２

＝ ｘ３
＝ ０

于是方案Ⅱ为
ｘ∗
１
＝ ７，　 ｘ∗

２
＝ ０，　 ｘ∗

３
＝ ０，　 ｘ∗

４
＝ ４

１０􀆰 ９　 某厂生产一种产品，估计该产品在未来四个月的销售量分别为 ４、５、３、２百件．该项产品的生
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产准备费用每批为 ５００元，每件的生产费用为 １元，存贮费用每件每月为 １元．假定 １月初的存货为 １百
件，４月底的存货为零．试求该厂在这 ４个月内的最优生产计划．

【解】 　 （１） 生产成本函数

ｃｋ（ｘｋ）＝
０　 　 　 　 ｘｋ ＝ ０

５＋ｘｋ ｘｋ ＝ １，２，…，ｎ{ （单位：百件）

第 ｋ时期末库存量为 ｖｋ 时，库存费用函数为：
ｈｋ（ｖｋ）＝ ｖｋ

可视为凹函数，用生产点性质解此题，故第 ｋ时期内总成本为
ｃｋ（ｘｋ）＋ｈｋ（ｖｋ）
ｃ（１，１）＝ ｃ（３）＋ｈ（０）＝ ８＋０＝ ８
ｃ（１，２）＝ ｃ（８）＋ｈ（５）＝ １３＋５＝ １８
ｃ（１，３）＝ ｃ（１１）＋ｈ（８）＋ｈ（３）＝ １６＋８＋３＝ ２７
ｃ（１，４）＝ ｃ（１３）＋ｈ（１０）＋ｈ（５）＋ｈ（２）＝ １８＋１０＋５＋２＝ ３５
ｃ（２，２）＝ ｃ（５）＋ｈ（０）＝ １０＋０＝ １０
ｃ（２，３）＝ ｃ（８）＋ｈ（３）＝ １３＋３＝ １６
ｃ（２，４）＝ ｃ（１０）＋ｈ（５）＋ｈ（２）＝ １５＋５＋２＝ ２２
ｃ（３，３）＝ ｃ（３）＋ｈ（１０）＝ ８＋１０＝ １８
ｃ（３，４）＝ ｃ（１５）＋ｈ（２）＝ ２０＋２＝ ２２
ｃ（４，４）＝ ｃ（２）＋ｈ（０）＝ ７＋０＝ ７
（２） ｆ０ ＝ ０
ｆ１ ＝ ｆ０＋ｃ（１，１）＝ ８
ｊ（１）＝ １
ｆ２ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋ｃ（１，２），ｆ１＋ｃ（２，２）］ ＝ｍｉｎ［１０＋８，８＋１０］ ＝ｍｉｎ［１８，１８］ ＝ １８
ｊ（２）＝ １，２
ｆ３ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋ｃ（１，３），ｆ１＋ｃ（２，３），ｆ２＋ｃ（３，３）］
＝ｍｉｎ［０＋２７，８＋１６，１８＋８］ ＝ｍｉｎ［２７，２４，２６］ ＝ ２４

ｊ（３）＝ ２
ｆ４ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋ｃ（１，４），ｆ１＋ｃ（２，４），ｆ２＋ｃ（３，４），ｆ３＋ｃ（４，４）］
＝ｍｉｎ［０＋３５，８＋２２，１８＋２２］ ＝ｍｉｎ［３５，３０，３０，４０］ ＝ ３０

ｊ（４）＝ ２，３
（３） １月初原有库存货 １００件外，总成本最低为 ３ ０００元，最优生产计划有以下三种
Ⅰ： ｊ（４）＝ ２时
ｘ２

＝ｄ２
＋ｄ３

＋ｄ４
＝ １０，　 ｘ３

＝ ｘ４
＝ ０

ｍ＝ ｊ（４）－１＝ １，　 ｊ（ｍ）＝ ｊ（１）＝ １，ｘ１
＝ ４－１＝ ３

即 ｘ∗
１
＝ ３，ｘ∗

２
＝ １０，ｘ∗

３
＝ ｘ∗

４
＝ ０

Ⅱ：ｊ（４）＝ ３时
ｘ３

＝ｄ３
＋ｄ４

＝ ５，　 ｘ４
＝ ０，ｍ＝ ｊ（４）－１＝ ２

ｊ（ｍ）＝ ｊ（２）＝ １时，ｘ１
＝ ８，　 ｘ２

＝ ０

即 ｘ∗
１
＝ ８，ｘ∗

２
＝ ０，ｘ∗

３
＝ ５，ｘ∗

４
＝ ０



　 １７４　　 运筹学全程学习指导与习题精解

Ⅲ：ｊ（４）＝ ３时
ｘ３

＝ ５，　 ｘ４
＝ ０

ｊ（ｍ）＝ ２时，ｘ２
＝ ５，　 ｘ１

＝ ３

即 ｘ∗
１
＝ ３，ｘ∗

２
＝ ５，ｘ∗

３
＝ ５，ｘ∗

４
＝ ０

综上所述，最优生产计划为（３，１０，０，０），（８，０，５，０）或（３，２，５，０） ．
１０􀆰 １０　 某电视机厂为生产电视机而需生产喇叭，生产以万只为单位．根据以往记录，一年的四个季

度需要喇叭分别是 ３、２、３、２万只．设每万只存放在仓库内一个季度的存贮费为 ０􀆰 ２万元，每生产一批的
装配费为 ２万元，每万只的生产成本费为 １万元．问应该怎样安排四个季度的生产，才能使总的费用最
小．

【解】 　 生产成本函数为：

ｃｉ（ｘｉ）＝
０　 　 　 　 　 ｘ１

＝ ０

２＋ｘｉ ｘｉ ＝ １，２，３，４，…，ｎ{
第 ｉ时期末库存量为 ｖｋ 时的存贮费用为 ｈｉ（ｖｉ）＝ ０􀆰 ２ｖｉ
第 ｋ时期内的总成本为 ｃｋ（ｘｋ）＋ｈｋ（ｖｋ） ．
（１） ｃ（１，１）＝ ｃ（３）＋ｈ（０）＝ ５＋０＝ ５
ｃ（１，２）＝ ｃ（５）＋ｈ（２）＝ ７＋０􀆰 ４＝ ７􀆰 ４
ｃ（１，３）＝ ｃ（８）＋ｈ（５）＋ｈ（３）＝ １０＋１＋０􀆰 ６＝ １１􀆰 ６
ｃ（１，４）＝ ｃ（１０）＋ｈ（７）＋ｈ（５）＋ｈ（２）＝ １２＋１􀆰 ４＋１＋０􀆰 ４＝ １４􀆰 ８
ｃ（２，２）＝ ｃ（２）＋ｈ（０）＝ ４＋０＝ ４
ｃ（２，３）＝ ｃ（５）＋ｈ（３）＝ ７＋０􀆰 ６＝ ７􀆰 ６
ｃ（２，４）＝ ｃ（７）＋ｈ（５）＋ｈ（２）＝ ９＋１＋０􀆰 ４＝ １０􀆰 ４
ｃ（３，３）＝ ｃ（３）＋ｈ（０）＝ ５＋０＝ ５
ｃ（３，４）＝ ｃ（５）＋ｈ（２）＝ ７＋０􀆰 ４＝ ７􀆰 ４
ｃ（４，４）＝ ｃ（２）＋ｈ（０）＝ ４＋０＝ ４
（２） ｆ０ ＝ ０
ｆ１ ＝ ｆ０＋ｃ（１，１）＝ ０＋５＝ ５
ｊ（１）＝ １
ｆ２ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋ｃ（１，２），ｆ１＋ｃ（２，２）］
＝ｍｉｎ［０＋７􀆰 ４，５＋４］ ＝ｍｉｎ［７􀆰 ４，９］ ＝ ７􀆰 ４

ｊ（２）＝ １
ｆ３ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋ｃ（１，３），ｆ１＋ｃ（２，３），ｆ２＋（３，３）］
＝ｍｉｎ［０＋１１􀆰 ６，５＋７􀆰 ６，７􀆰 ４＋５］ ＝ｍｉｎ［１１􀆰 ６，１２􀆰 ６，１２􀆰 ４］ ＝ １１􀆰 ６

ｊ（３）＝ １
ｆ４ ＝ｍｉｎ［ ｆ０＋ｃ（１，４），ｆ１＋ｃ（２，４），ｆ２＋ｃ（３，４），ｆ３＋ｃ（４，４）］
＝ｍｉｎ［０＋１４􀆰 ８，５＋１０􀆰 ４，７􀆰 ４＋７􀆰 ４，１１􀆰 ６＋４］
＝ｍｉｎ［１４􀆰 ８，１５􀆰 ８，１４􀆰 ８，１５􀆰 ６］ ＝ １４􀆰 ８

ｊ（４）＝ １􀆰 ３
最小总费用为 １４􀆰 ８万元．

（３） 最优生产决策为
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Ⅰ：ｊ（４）＝ １时，ｄｋ 为第 ｋ阶段的需求量

ｘ∗
１
＝ｄ１

＋ｄ２
＋ｄ３

＋ｄ４
＝ １０，　 ｘ∗

２
＝ ｘ∗

３
＝ ｘ∗

４
＝ ０

Ⅱ：ｊ（４）＝ ３时
ｘ∗
３
＝ｄ３

＋ｄ４
＝ ５，　 ｘ∗

４
＝ ０

由 ｍ＝ ｊ（４）－１＝ ２有 ｊ（ｍ）＝ ｊ（２）
ｘ∗
１
＝ｄ１

＋ｄ２
＝ ５，　 ｘ∗

２
＝ ０

综上所述，最优生产决策为（１０，０，０，０）或（５，０，５，０） ．
１０􀆰 １１　 某公司需要对某产品决定未来半年内每个月的最佳存贮量，以使总费用极小化．已知半年

里对该产品的需求量和单位订货费用、单位存贮费用的数据如表 １０ １４所示．
表 １０ １４

月份 ｋ １ ２ ３ ４ ５ ６

需求量 ｄｋ ５０ ５５ ５０ ４５ ４０ ３０

单位订货费用 ｃｋ ８２５ ７７５ ８５０ ８５０ ７７５ ８２５

单位存贮费用 ｐｋ ４０ ３０ ３５ ２０ ４０

　 　 【解】 　 按月份将问题划分为 ６阶段，ｋ＝ １，２，３，…，６
状态变量 ｓｋ 为第 ｋ阶段开始时产品的存贮量；决策变量 ｕｋ 为第 ｋ阶段订货量；ｄｋ 为 ｋ阶段需求量．
状态转移方程

ｓｋ＋１ ＝ ｓｋ＋ｕｋ
－ｄｋ

允许决策方程

Ｄｋ（ ｓｋ） ＝ ｕｋ；ｕｋ ≥ ０，ｄｋ ≤ ｕｋ
＋ ｓｋ ≤∑

ｎ

ｉ ＝ ｋ
ｄｉ{ }

最优值函数 ｆｋ（ ｓｋ）表示在第 ｋ阶段开始时存贮为 ｓｋ 时，从第一至第 ｋ阶段（ｋ＝ １，２，…，６）的最小存
贮费用．

ｃ（ ｊ，ｉ）（ ｊ≤ｉ）为阶段 ｊ到阶段 ｉ的总成本

（１） 按照 ｃ（ ｊ，ｉ） ＝ ｃ ｊ ∑
ｉ

ｓ ＝ ｊ
ｄｓ( ) ＋ ∑

ｉ－１

ｓ ＝ ｊ
ｈｓ ∑

ｉ

ｔ ＝ ｓ＋１
ｄｔ( ) 式计算

ｃ（ ｊ，ｉ），１≤ｊ≤ｉ，　 ｉ＝ １，２，３，４，５，６．
ｃ（１，１）＝ ５０×８２５＝ ４１ ２５０
ｃ（１，２）＝ （５０＋５５）×８２５＋４０×５５＝ １０５×８２５＋４０×５５＝ ８８ ８２５
ｃ（１，３）＝ ８２５×（５０＋５５＋５０）＋４０×（５５＋５０）＋３０×５０

＝ ８２５×１５５＋４０×１０５＋３０×５０＝ １２７ ８７５＋４ ２００＋１ ５００＝ １３３ ５７５
ｃ（１，４）＝ ８２５×（５０＋５５＋５０＋４５）＋４０×（５５＋５０＋４５）＋３０×（５０＋４５）＋３５×４５

＝ ８２５×２００＋４０×１５０＋３０×９５＋３５×４５
＝ １６５ ０００＋６ ０００＋２ ８５０＋１ ５７５＝ １７ ５４５

ｃ（１，５）＝ ８２５×（５０＋５５＋５０＋４５＋４０）＋４０×（５５＋５０＋４５＋４０）＋３０×（５０＋４５＋４０）＋３５×（４５＋４０）＋２０×４５
＝ ８２５×２４０＋４０×１９０＋３０×１３５＋３５×８５＋２０×４５＝ ２１３ ４２５

ｃ（１，６）＝ ８２５×（５０＋５５＋５０＋４５＋４０＋３０）＋４０（５５＋５０＋４５＋３０）＋３０×（５０＋４５＋４０＋３０）＋３５×（４５＋４０＋３０）
＋２０×（４０＋３０）＋４０×３０
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＝ ８２５×２７０＋４０×１８０＋３０×１６５＋３５×１１５＋２０×７０＋４０×３０＝ ２ ４１３ １２５
ｃ（２，２）＝ ７７５×６５＝ ４２ ６２５
ｃ（２，３）＝ ７７５×（５０＋５５）＋３０×５０

＝ ７７５×１０５＋３０×５０＝ ８２ ８７５
Ｃ（２，４）＝ ７７５×（５５＋５０＋４５）＋３０×（５０＋４５）＋３５×４５

＝ ７７５×１５０＋３０×９５＋３５×４５＝ １２０ ６７５
ｃ（２，５）＝ ７７５×（５５＋５０＋４５＋４０）＋３０×（５０＋４５＋４０）＋３５×（４５＋４０）＋２０×４０

＝ ７７５×１９０＋３０×１３５＋３５×８５＋２０×４０＝ １５５ ０７５
ｃ（２，６）＝ ７７５×（５５＋５０＋４５＋４０＋３０）＋３０×（５０＋４５＋４０＋３０）＋３５×（４５＋４０＋３０）＋２０×（４０＋３０）＋４０×３０

＝ ７７５×２２０＋３０×１６５＋３５×１１５＋２０×７０＋４０×３０＝ １８２ ０７５
ｃ（３，３）＝ ８５０×５０＝ ４２ ５００
ｃ（３，４）＝ ８５０×（５０＋４５）＋３５×４５＝ ８２ ３２５
ｃ（３，５）＝ ８５０×（５０＋４５＋４０）＋３５×（４５＋４０）＋２０×４０

＝ ８５０×１３５＋３５×８５＋２０×４０＝ １１８ ５２５
ｃ（３，６）＝ ８５０×（５０＋４５＋４０＋３０）＋３５×（４５＋４０＋３０）＋２０×（４０＋３０）＋４０×３０

＝ ８５０×１６５＋３５×１１５＋２０×７０＋４０×３０＝ １４６ ８７５
ｃ（４，４）＝ ８５０×４５＝ ３８ ２５０
ｃ（４，５）＝ ８５０×（４５＋４０）＋２０×４０＝ ７３ ０５０
ｃ（４，６）＝ ８５０×（４５＋４０＋３０）＋２０×（４０＋３０）＋４０×５０＝ ８５０×１１５＋２０×７０＋４０×５０

＝ １０１ １５０
ｃ（５，５）＝ ７７５×４０＝ ３１ ０００
ｃ（５，６）＝ ７７５×（４０＋３０）＋４０×３０＝ ５５ ４５０
ｃ（６，６）＝ ８２５×３０＝ ２４ ７５０
（２） 递推关系式有
ｆｉ ＝ ｍｉｎ

１≤ｊ≤ｉ
［ ｆ ｊ－１＋ｃ（ ｊ，ｉ）］　 ｉ＝ １，２，…，６

边界条件为：ｆ０ ＝ ０{
ｆ０ ＝ ０
ｆ１ ＝ ｆ０＋ｃ（１，１）＝ ４１ ２５０
ｆ２ ＝ｍｉｎ｛ ｆ０＋ｃ（１，２），ｆ１＋ｃ（２，２）｝ ＝ｍｉｎ｛０＋８８ ８２５，４１ ２５０＋４２ ６２５｝
＝ｍｉｎ｛８８ ８２５，８３ ８７５｝ ＝ ８３ ８７５

ｆ３ ＝ｍｉｎ｛ ｆ０＋ｃ（１，３），ｆ１＋ｃ（２，３），ｆ２＋ｃ（３，３）｝
＝ｍｉｎ｛１３３ ５７５，４１ ２５０＋８２ ８７５，８３ ８７５＋４２ ５００｝ ＝ １２４ １２５

ｆ４ ＝ｍｉｎ｛ ｆ０＋ｃ（１，４），ｆ１（２，４），ｆ２＋ｃ（３，４），ｆ４＋ｃ（４，４）｝
＝ｍｉｎ｛１７５ ４２５，４１ ２５０＋１２０ ６７５，８３ ８７５＋８２ ３２５，１２４ １２５＋３８ ２５０｝
＝ｍｉｎ｛１７５ ４２５，１６１ ９２５，１６６ ２００，１６２ ３７５｝ ＝ １６１ ９２５

ｆ５ ＝ｍｉｎ｛ ｆ０＋ｃ（１，５），ｆ１＋ｃ（２，５），ｆ２＋ｃ（３，５），ｆ３＋ｃ（４，５），ｆ４＋ｃ（５，５）｝
＝ｍｉｎ｛２１３ ４２５，４１ ２５０＋１５５ ０７５，８３ ８７５＋１１８ ５２５，１２４ １２５＋７３ ０５０，１６１ ９２５＋３１ ０００｝
＝ｍｉｎ｛２１３ ４２５，１９６ ３２５，２０２ ４００，１９７ １７５，１９２ ９２５｝ ＝ １９２ ９２５

ｆ６ ＝ｍｉｎ｛ ｆ０＋ｃ（１，６），ｆ１＋ｃ（２，６），ｆ２＋ｃ（３，６），ｆ３＋ｃ（４，６），ｆ４＋ｃ（５，６），ｆ５＋ｃ（６，６）｝
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＝ｍｉｎ｛２４３ １２５，４１ ２５０＋１８２ ０７５，８３ ８７５＋１４６ ８７５，１２４ １２５＋１０１ １５０，１６１ ９２５＋５５ ４５０，１９２ ９２５＋２４
７５０｝
＝ｍｉｎ｛２４３ １２５，２２３ ３２５，２３０ ７５０，２２５ ２７５，２１７ ３７５，２１７ ６７５｝ ＝ ２１７ ３７５

于是，最优决策方案为第 １月初订货量为 ５０，第 ３月初订货量为 １５０，第 ３个月份订货量为 ７０．
１０􀆰 １２　 某罐头制造公司需要在近五周内必须采购原料一批，估计在未来五周内价格有波动，其浮

动价格和概率如表 １０ １５所示．试求各周以什么价格购入，使采购价格的数学期望值最小．
表 １０ １５

单　 　 价 概　 　 率
９ ０􀆰 ４
８ ０􀆰 ３
７ ０􀆰 ３

　 　 【解】 　 按采购期限 ５周分 ５个阶段，将每周的价格看作该阶段的状态，即 ｙｋ 为状态变量，表示第 ｋ
周的实际价格．

ｘｋ 为决策变量，当 ｘｋ ＝ １，表示第 ｋ周决定定购，当 ｘｋ ＝ ０，表示第 ｋ周决定等待．ｙｋＥ表示第 ｋ周决定等
待，而在以后采取最优决策时采购价格的期望值．

ｆｋ（ｘｋ）表示第 ｋ周实际价格为 ｙｋ 时，从第 ｋ周至第 ５周采取最优决策所得的最小期望值，逆序递推
关系式为

ｆｋ（ｙｋ）＝ ｍｉｎ（ｙｋ，ｙｋＥ），　 ｙｋ∈ｓｋ ①
ｆ５（ｙｋ）＝ ｙ５，　 ｙ５∈ｓ５

其中 ｓｋ ＝｛９，８，７｝，　 ｋ＝ １，２，３，４，５
由 ｙｋＥ和 ｆｋ（ｙｋ）的定义可知
ｙｋＥ ＝ ０􀆰 ４ｆｋ＋１（９）＋０􀆰 ３ｆｋ＋１（８）＋０􀆰 ３ｆｋ＋１（７） ②

并且得出最优决策为

ｘｋ ＝
１　 ｆｋ（ｙｋ）＝ ｙｋ
０　 ｆｋ（ｙｋ）＝ ｙｋＥ

{ ③

从最后一周开始，逐步向前递推计算，具体计算过程如下：
ｋ＝ ５时，因
ｆ５（ｙ５）＝ ｙ５，　 ｙ５∈ｓ５

故有

ｆ５（９）＝ ９；　 ｆ５（８）＝ ８；　 ｆ５（７）＝ ７
即在第五周时，若所需的原料尚未买入，则无论市场价格如何，都必须采购，不能再等．

ｋ＝ ４时，由
ｙｋＥ ＝ ０􀆰 ４ｆｋ＋１（９）＋０􀆰 ３ｆｋ＋１（８）＋０􀆰 ５ｆｋ＋１（７）

知

ｙｋＥ ＝ ０􀆰 ４×９＋０􀆰 ３×８＋０􀆰 ３×７＝ ８􀆰 １
于是由①式得

ｆ４（ｙ４）＝ ｍｉｎ
ｙ
４
∈ｓ

４

｛ｙ４，ｙ４Ｅ｝ ＝ ｍｉｎ
ｙ
４
∈ｓ

４

｛ｙ４，８􀆰 １｝ ＝

８􀆰 １，　 　 ｙ４
＝ ９

８， ｙ４
＝ ８

７， ｙ４
＝ ７

ì

î

í

ïï

ïï
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由③式可知，第四周的最优决策为

ｘ４
＝

１　 ｙ４
＝ ８或 ７

０　 ｙ４
＝ ９{

同理求得

ｙ３Ｅ
＝ ０􀆰 ４ｆ４Ｅ（８􀆰 １）＋０􀆰 ３ｆ４Ｅ（８）＋０􀆰 ３ｆ４Ｅ（７）＝ ０􀆰 ４×８􀆰 １＋０􀆰 ３×８＋０􀆰 ３×７＝ ７􀆰 ７４

ｆ３（ｇ３）＝ ｍｉｎ
ｙ
３
∈ｓ

３

｛ｙ３，ｙ３Ｅ｝ ＝ ｍｉｎ
ｙ
３
∈ｓ

３

｛ｙ３，７􀆰 ７４｝ ＝
７􀆰 ７４　 ｙ３

＝ ９或 ８

７ ｙ３
＝ ７{

则 ｘ３
＝

１　 ｙ３
＝ ７

０ ｙ３
＝ ９或 ８{

ｙ２Ｅ
＝（０􀆰 ４＋０􀆰 ７）×７􀆰 ７４＋０􀆰 ３×７＝ ７􀆰 ５１８

ｆ２（ｙ２）＝ ｍｉｎ
ｙ
２
∈ｓ

２

｛ｙ２，ｙ２Ｅ｝ ＝ ｍｉｎ
ｙ
２
∈ｓ

２

｛ｙ２，７􀆰 ５１８｝ ＝
７　 　 　 ｙ２

＝ ７

７􀆰 ５１８ ｙ２
＝ ９或 ８{

则 ｘ２
＝

１　 ｙ２
＝ ７

０ ｙ２
＝ ９或 ８{

ｆ１Ｅ ＝（０􀆰 ４＋０􀆰 ３）×７􀆰 ５１８＋０􀆰 ３×７＝ ７􀆰 ３６２ ６

则 ｘ１
＝

１　 ｙ１
＝ ７

０ ｙ１
＝ ９或 ８{

则最优策略为：在第 １、２、３周时，若价格为 ７就采购，否则，就等待，在第 ４ 周时，价格为 ８ 或 ７ 应采购，
否则就等待；在第 ５周时，无论什么价格都要采购．
依照上述最优政策进行采购时，价格（单价）的数学期望为
０􀆰 ７×７􀆰 ３６２ ６＋０􀆰 ３×７＝ ７􀆰 ２５３ ８２
１０􀆰 １３　 求下列问题的最优解
（１） ｍａｘ ｚ＝ １０ｘ１

＋２２ｘ２
＋１７ｘ３

２ｘ１
＋４ｘ２

＋３ｘ３≤２０

ｘｉ≥０且为整数　 （ ｉ＝ １，２，３）{
（２） ｍａｘ ｚ＝ ｘ１ｘ２ｘ３ｘ４

２ｘ１
＋３ｘ２

＋ｘ３
＋２ｘ４

＝ １１

ｘｉ≥０．且为整数　 （ ｉ＝ １，２，３，４）{
（３） ｍａｘ ｚ＝ ４ｘ１

＋５ｘ２
＋８ｘ３

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３≤１０

ｘ１
＋３ｘ２

＋６ｘ３≤１３

ｘｉ≥０，且为整数　 （ ｉ＝ １，２，３）

ì

î

í

ïï

ïï

（４） ｍａｘ ｚ＝ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）＋ｇ３（ｘ３）

ｘ２
１
＋ｘ２

２
＋ｘ２

３≤２０

ｘｉ≥０且为整数　 （ ｉ＝ １，２，３）{

其中 ｘｉ 与 ｇｉ（ｘｉ）的关系如表 １０ １６所示．
表 １０ １６

ｘｉ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

ｇ１（ｘ１） ２ ４ ７ １１ １３ １５ １８ ２２ １８ １５ １１

ｇ２（ｘ２） ５ １０ １５ ２０ ２４ １８ １２ ９ ５ ３ １

ｇ３（ｘ３） ８ １２ １７ ２２ １９ １６ １４ １１ ９ ７ ４
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　 　 【解】 　 （１） ｆ３（２０）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋４ｘ

２
＋３ｘ

３
≤２０

ｘ
ｉ
≥０

｛１０ｘ１
＋２２ｘ２

＋１７ｘ３｝

＝ ｍａｘ
２０－３ｘ

３
≥０

ｘ
３
≥０

｛１７ｘ３
＋ ｍａｘ

２ｘ
１
＋４ｘ

２
≤２０－３ｘ

３
ｘ
１
≥０，ｘ

２
≥０

（１０ｘ１
＋２２ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２，３，４，５，６

｛１７ｘ３
＋ｆ２（２０－３ｘ３）｝

＝ｍａｘ ｛０＋ｆ２（２０），１７＋ｆ２（１７），３４＋ｆ２（１４），５１＋ｆ２（１１），６８＋ｆ２（８），８５＋ｆ２（５），１０２＋ｆ２
（２）｝

ｆ２（２０）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋４ｘ

２
≤２０

ｘ
１
≥０，ｘ

２
≥０

｛１０ｘ１
＋２２ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

２ｘ
１
≤２０－４ｘ

２
；ｘ

１
，ｘ

２
≥０

｛１０ｘ１
＋（２２ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
２０－４ｘ

２
≥０，ｘ

２
≥０

｛２２ｘ２
＋ ｍａｘ

２ｘ
１
≤２０－４ｘ

２
ｘ
ｉ
≥０

（１０ｘ１）｝ ＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２，３，４，５

｛２２ｘ２
＋ｆ１（２０－４ｘ２）｝

＝ｍａｘ ｛ ｆ１（２０），２２＋ｆ１（１６），４４＋ｆ１（１２），６６＋ｆ１（８），８８＋ｆ１（４），１１０＋ｆ１（０）｝

ｆ２（１７）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋４ｘ

２
≤１７

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛１０ｘ１
＋２２ｘ２｝

＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２，３

｛ ｆ１（１７），２２＋ｆ１（１３），４４＋ｆ１（９），６６＋ｆ１（５），８８＋ｆ１（１）｝

ｆ２（１４）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋４ｘ

２
≤１４

ｘ
１
≥０，ｘ

２
≥０

｛１０ｘ１
＋２２ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
２
＝ ０，１，２，３

｛２２ｘ２
＋ｆ１（１４－４ｘ２）｝

＝ｍａｘ｛ ｆ１（ｘ４）；２２＋ｆ１（１０），４４＋ｆ１（６），６６＋ｆ１（２）｝

ｆ２（１１）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋４ｘ

２
≤１１

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛１０ｘ１
＋２２ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
２
＝ ０，１，２

｛２２ｘ１
＋ｆ１（１１－４ｘ２）｝

＝ｍａｘ｛ ｆ１（１１），２２＋ｆ１（７），４４＋ｆ１（３）｝
ｆ２（８）＝ ｍａｘ

２ｘ
２
＋４ｘ

２
≤８

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛１０ｘ１
＋２２ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
２
＝ ０，１，２

｛２２ｘ２
＋ｆ１（８－４ｘ２）｝

＝ｍａｘ｛ ｆ１（８），２２＋ｆ１（４），４４＋ｆ１（０）｝
ｆ２（５）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋４ｘ

２
≤５

｛１０ｘ１
＋２２ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
２
＝ ０，１

｛２２ｘ２
＋ｆ１（５－４ｘ２）｝

＝ｍａｘ｛ ｆ１（５）；２２＋ｆ１（１）｝
ｆ２（２）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋４ｘ

２
≤２

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛１０ｘ１
＋２２ｘ２｝ ＝ｍａｘ

ｘ
１
＝ ０
｛２２ｘ２

＋ｆ１（２４ｘ２）｝ ＝ ｆ１（２）

ｆ１（ｗ）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
≤ｗ

ｘ
１
≥０

（１０ｘ１）＝ １０ ｗ
２[ ]

ｆ１（２０）＝ １０×１０＝ １００　 （ｘ１
＝ １０）

ｆ１（１７）＝ １０×８＝ ８０　 （ｘ２
＝ ８）

ｆ１（１６）＝ １０×８＝ ８０　 （ｘ１
＝ ８）

ｆ１（１３）＝ １０×６＝ ６０　 （ｘ１
＝ ６）

ｆ１（１２）＝ １０×６＝ ６０　 （ｘ１
＝ ６）

ｆ１（１４）＝ １０×７＝ ７０　 （ｘ１
＝ ７）
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ｆ１（１１）＝ １０×５＝ ５０　 （ｘ１
＝ ５）

ｆ１（９）＝ １０×４＝ ４０　 （ｘ１
＝ ４）

ｆ１（７）＝ １０×３＝ ３０　 （ｘ１
＝ ３）

ｆ１（５）＝ １０×２＝ ２０　 （ｘ１
＝ ２）

ｆ１（３）＝ １０×１＝ １０　 （ｘ１
＝ １）

ｆ１（１）＝ １０×０＝ ０　 （ｘ１
＝ ０）

ｆ１（１０）＝ １０×５＝ ５０　 （ｘ１
＝ ５）

ｆ１（８）＝ １０×４＝ ４０　 （ｘ１
＝ ４）

ｆ１（６）＝ １０×３＝ ３０　 （ｘ１
＝ ３）

ｆ１（４）＝ １０×２＝ ２０　 （ｘ１
＝ ２）

ｆ１（２）＝ １０×１＝ １０　 （ｘ１
＝ １）

ｆ１（０）＝ １０×０＝ ０　 （ｘ１
＝ ０）

ｆ２（２０）＝ ｍａｘ｛１００，１０２，１０４，１０６，１０８，１１０｝ ＝ １１０　 （ｘ１
＝ ０，ｘ２

＝ ５）

ｆ２（１７）＝ ｍａｘ｛８０，８２，８４，８６，８８｝ ＝ ８８　 （ｘ１
＝ ０，ｘ２

＝ ４）

ｆ２（１４）＝ ｍａｘ｛７０，７２，７４，７６｝ ＝ ７６　 （ｘ１
＝ １，ｘ２

＝ ３）

ｆ２（１１）＝ ｍａｘ｛５０，５２，５４｝ ＝ ５４　 （ｘ１
＝ １，ｘ２

＝ ２）

ｆ２（８）＝ ｍａｘ｛４０，４２，４４｝ ＝ ４４　 （ｘ１
＝ ０，ｘ２

＝ ３）

ｆ２（５）＝ ｍａｘ｛２０，２２｝ ＝ ２２　 （ｘ１
＝ ０，ｘ２

＝ １）

ｆ２（２）＝ １０　 （ｘ１
＝ １，ｘ２

＝ ０）

则

ｆ３（２０）＝ ｍａｘ｛０＋１１０，１７＋８８，３４＋７６，５１＋５４，６８＋４４，８５＋２２，１０２＋１０｝
＝ｍａｘ｛１１０，１０５，１１０，１０５，１１２，１０７，１１２｝
＝ １１２

故最优方案有两个

Ⅰ：ｘ∗
１
＝ ０，　 ｘ∗

２
＝ ３，　 ｘ∗

３
＝ ４

Ⅱ：ｘ∗
１
＝ １，　 ｘ∗

２
＝ ０，　 ｘ∗

３
＝ ６

（２） 用动态规划方法来解，即要求 ｆ４（１１）

ｆ４（１１）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
＋２ｘ

４
≤１１

ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ２

×ｘ３
×ｘ４｝ ＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
＋２ｘ

４
≤１１

ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ２

×ｘ３
×（ｘ４）｝

＝ ｍａｘ
１１－２ｘ

４
≥０

ｘ
４
≥０

｛ｘ４
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
≤１１－２ｘ

４

（ｘ１
×ｘ２

×ｘ３）｝

＝ ｍａｘ
ｘ
４
＝ ０，１，２，３，４，５

｛ｘ４
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
≤１１－２ｘ

４

［ｘ１
×ｘ２

×ｘ３］｝

＝ｍａｘ｛０×ｆ３（１１），ｆ２（９），２ｆ３（７），３ｆ３（５），４ｆ３（３），５ｆ３（１）｝

则要计算 ｆ４（１１）必须计算出

ｆ３（９），ｆ３（７），ｆ３（５），ｆ３（３）和 ｆ３（１）

ｆ３（９）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
≤９

ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ２

×ｘ３｝ ＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤９－３ｘ

２
ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ３

×（ｘ２）｝
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＝ ｍａｘ
９－３ｘ

２
≥０

ｘ
２
≥０

｛（ｘ２）× ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤９－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ２
×ｘ３］｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
２
＝ ０，１，２，３

｛（ｘ２
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤９－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］）｝

＝ｍａｘ｛０×ｆ２（９），ｆ２（６），２ｆ２（３），３ｆ２（０）｝
＝ｍａｘ｛０，ｆ２（６），２ｆ２（３），３ｆ２（０）｝

ｆ３（７）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
≤７

ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ２

×ｘ３｝ ＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤７－３ｘ

２
ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ３

×（ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
７－３ｘ

２
≥０

ｘ
２
≥０

｛ｘ２
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤７－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
２
＝ ０，１，２，３

｛ｘ２
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤７－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］｝

＝ｍａｘ｛０，ｆ２（７），１ｆ２（４），２ｆ２（１）｝
ｆ３（５）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
≤５

ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ２

×ｘ３｝ ＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤５－３ｘ

２
ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

［ｘ１
×ｘ３

×（ｘ２）］

＝ ｍａｘ
５－３ｘ

２
≥０

ｘ
ｉ
≥０

｛ｘ２
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤５－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］｝ ＝ｍａｘ｛０×ｆ２（５），１×ｆ２（２）｝

＝ｍａｘ｛０，ｆ２（２）｝
ｆ３（３）＝ ｍａｘ

３ｘ
１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
≤３

ｘ
ｉ
≥ｉ，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ２

×ｘ３｝ ＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤３－３ｘ

２
ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

［ｘ１
×ｘ３

×（ｘ２）］ ＝ｍａｘ｛ｘ２
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤３－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］｝

＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１

｛ｘ２
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤３－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］｝

＝ｍａｘ｛０×ｆ２（３），１×ｆ２（０）｝ ＝ｍａｘ｛０，ｆ２（０）｝
ｆ３（１）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋３ｘ

２
＋ｘ

３
≤３

ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ２

×ｘ３｝ ＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤１－３ｘ

２
ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｘ１
×ｘ３

×（ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
１－３ｘ

２
≥０

ｘ
２
≥０

｛ｘ２
× ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤１－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］｝

＝ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０
｛ｘ２

× ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤１－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］｝

＝ｍａｘ｛０×ｆ２（１）｝
＝ ０

要计算 ｆ３（９），ｆ３（７），ｆ３（８），ｆ３（３），ｆ３（１），则要算出 ｆ２（６），ｆ２（４），ｆ２（３），ｆ２（１），ｆ２（０） ．
ｆ２（６）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤６

ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［ｘ１
×ｘ３］ ＝ ｍａｘ

ｘ
３
≤６－２ｘ

１
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［（ｘ１）×ｘ３］

＝ ｍａｘ
６－２ｘ

１
≥０

ｘ
１
≥０

｛ｘ１
× ｍａｘ
ｘ
３
≤６－２ｘ

１
ｘ
３
≥０

［ｘ３］｝ ＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２，３

｛ｘ１
× ｍａｘ
ｘ
３
≤６－２ｘ

１
ｘ
３
≥０

［ｘ３］｝

＝ｍａｘ｛０×ｆ１（６），１×ｆ１（４），２×ｆ１（２），３×ｆ１（０）｝
＝ｍａｘ｛０，ｆ１（４），２ｆ１（２），３ｆ１（０）｝

ｆ２（４）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤４

ｘ
１
，ｘ

３
≥０

｛ｘ１
×ｘ３｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
３
≤４－２ｘ

１
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

｛（ｘ１）×ｘ３｝

＝ ｍａｘ
４－２ｘ

１
≥０

ｘ
１
≥０

｛ｘ１
× ｍａｘ
ｘ
３
≤４－２ｘ

１
ｘ
３
≥０

［ｘ３］｝ ＝ ｍａｘ
ｘ
１
＝ ０，１，２

｛ｘ１× ｍａｘ
ｘ
３
≤４－２ｘ

１
ｘ
３
≥０

［ｘ３］｝
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＝ｍａｘ｛０×ｆ１（４），１×ｆ１（２），２×ｆ１（０）｝
＝ｍａｘ｛０，ｆ１（２），２ｆ（０）｝

ｆ２（３）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋ｘ

３
≤３

ｘ
１
，ｘ

３
≥０

｛ｘ１
×ｘ３｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
３
≤３－２ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

３
≥０

［（ｘ１），ｘ３］

＝ ｍａｘ
３－２ｘ

１
≥０

ｘ
１
≥０

｛ｘ１
× ｍａｘ
ｘ
３
≤３－２ｘ

１
ｘ
３
≥０

［ｘ３］｝ ＝ ｍａｘ
ｘ
１
＝ ０，１

｛ｘ１
× ｍａｘ
ｘ
３
≤３－２ｘ

１
ｘ
３
≥０

［ｘ３］｝

＝ｍａｘ｛０×ｆ１（３），１×ｆ１（１）｝
＝ｍａｘ｛０，ｆ１（１）｝

ｆ２（２）＝ ｍａｘ｛０×ｆ１（３），１×ｆ１（０）｝
ｆ２（１）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋ｘ

３
≤１

ｘ
１
×ｘ

３
≥０

｛ｘ１
×ｘ３｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
３
≤１－２ｘ

１
ｘ
１
ｘ
３
≥０

［（ｘ１），ｘ３］

＝ ｍａｘ
１－２ｘ

１
≥０

ｘ
１
≥０

｛ｘ１
× ｍａｘ
ｘ
３
≤１－２ｘ

１
ｘ
３
≥０

［ｘ３］｝ ＝ｍａｘ
ｘ
１
＝ ０
｛ｘ１

× ｍａｘ
ｘ
３
≤１－２ｘ

１
ｘ
３
≥０

［ｘ３］｝

＝ｍａｘ｛０，ｆ２（１）｝
＝ ０

同理得 ｆ２（０）＝ ０
为了算出 ｆ２（６），ｆ２（４），ｆ２（３），ｆ２（１），ｆ２（０） ．要先算 ｆ１（６），ｆ１（４），ｆ１（２），ｆ１（１），ｆ１（０） ．
ｆ１（６）＝ ６　 （ｘ３

＝ ６）
ｆ１（４）＝ ４　 （ｘ３

＝ ４）
ｆ１（２）＝ ２　 （ｘ３

＝ ２）
ｆ１（１）＝ １　 （ｘ３

＝ １）
ｆ１（０）＝ ０　 （ｘ３

＝ ０）
从而

ｆ２（６）＝ ｍａｘ｛０，４，２ｘ２，３ｘ０｝ ＝ ４　 （ｘ１
＝ １或 ｘ１

＝ ２｝
ｆ２（４）＝ ｍａｘ｛０，ｆ１（２），２ｆ（０）｝ ＝ｍａｘ｛０，２，０｝ ＝ ２　 （ｘ１

＝ １）
ｆ２（３）＝ ｍａｘ｛０，ｆ１（１）｝ ＝ｍａｘ｛０，１｝ ＝ １　 （ｘ１

＝ １）
ｆ２（２）＝ ０
ｆ２（１）＝ ０　 （ｘ１

＝ ０）
ｆ３（９）＝ ｍａｘ｛０，ｆ２（６），２ｆ２（３），３ｆ２（０）｝

＝ｍａｘ｛０，４，２×１，３×０｝
＝ｍａｘ｛０，４􀆰 ２，０｝
＝ ４

ｘ２
＝ １

ｆ３（７）＝ ｍａｘ｛０，ｆ２（４），２ｆ２（１）｝ ＝ｍａｘ｛０，２，０｝ ＝ ２
所以 ｘ２

＝ １
ｆ３（５）＝ ｍａｘ｛０，ｆ２（２）｝ ＝ ０　 （ｘ２

＝ １）
ｆ３（３）＝ ｍａｘ｛０，ｆ２（０）｝ ＝ ０　 （ｘ２

＝ １）
ｆ３（１）＝ ０
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ｆ４（１１）＝ ｍａｘ｛０，ｆ３（９），２ｆ３（７），３ｆ３（５），４ｆ３（３），５ｆ３（１）｝
＝ｍａｘ｛０，４，２×２，３×０，４×０，５×０｝
＝ｍａｘ｛０，４，４，０，０，０｝
＝ ４

所以 ｘ４
＝ １，ｘ４

＝ ２

当 ｘ３
＝ ４，ｘ１

＝ １，ｘ２
＝ １，ｘ４

＝ １时，ｆ４（１１）＝ ４

当 ｘ３
＝ ２，ｘ１

＝ ２，ｘ２
＝ １，ｘ４

＝ １时，ｆ４（１１）＝ ４

当 ｘ３
＝ ２，ｘ１

＝ １，ｘ２
＝ １，ｘ４

＝ ２时，ｆ４（１１）＝ ４

故最优解有三个，即
Ｘ∗ ＝（１，１，４，１） Ｔ 或 Ｘ∗ ＝（２，１，２，１） Ｔ 或 Ｘ∗ ＝（１，１，２，２） Ｔ

最优值均为 ｚｍａｘ
＝ ４．

（３） 用动态规划方法求解，其思想方法与一维背包问题完全类似，只是这时的状态变量是两个，而
决策变量仍是一个，问题变为求 ｆ３（１０，１３）

ｆ３（１０，１３）＝ ｍａｘ
ｘ
１
＋ｘ

２
＋ｘ

３
≤１０

ｘ
１
＋３ｘ

２
＋６ｘ

３
≤１３

ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛４ｘ１
＋５ｘ２

＋８ｘ３｝ ＝ ｍａｘ
ｘ
１
＋ｘ

２
≤１０－ｘ

３
ｘ
１
＋３ｘ

２
≤１３－６ｘ

３
ｘ
ｉ
≥０

｛４ｘ１
＋５ｘ２

＋（８ｘ３）｝

＝ ｍａｘ
１０－ｘ

３
≥０

１３－６ｘ
３
≥０

ｘ
３
≥０

｛８ｘ３
＋ ｍａｘ

ｘ
１
＋ｘ

２
≤１０－ｘ

３
ｘ
１
＋３ｘ

２
≤１３－６ｘ

３
ｘ
ｉ
≥０，ｘ

２
≥０

［４ｘ１
＋５ｘ２］｝

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

３
≤ｍｉｎ １０

１[ ] ， １３
６[ ]( )

｛８ｘ３
＋ ｍａｘ

ｘ
１
＋ｘ

２
≤１０－ｘ

３
ｘ
１
＋３ｘ

２
≤１３－６ｘ

３
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

［４ｘ１
＋５ｘ２］｝

＝ｍａｘ｛８ｘ０
＋ｆ２（１０，１３），８×１＋ｆ２（９，７），８×２＋ｆ２（８，１）｝

＝ｍａｘ｛ ｆ２（１０，１３），８＋ｆ２（９，７），１６＋ｆ２（８，１）｝

要算 ｆ３（１０，１３），必先算 ｆ２（１０，１３），ｆ２（９，７），ｆ２（８，１） ．

ｆ２（１０，１３）＝ ｍａｘ
ｘ
１
＋ｘ

２
≤１０

ｘ
１
＋３ｘ

２
≤１３

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛４ｘ１
＋５ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
１
≤１０－ｘ

２
ｘ
１
≤１３－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛（５ｘ２）＋４ｘ１｝

＝ ｍａｘ
１０－ｘ

２
≥０

１３－３ｘ
２
≥０

ｘ
２
≥０

｛５ｘ２
＋ ｍａｘ

ｘ
１
≤１０－ｘ

２
ｘ
１
≤１３－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

［４ｘ１］｝ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｍｉｎ １０

１ ，１０３[ ]
｛５ｘ２

＋ ｍａｘ
ｘ
１
≤１０－ｘ

２
ｘ
１
≤１３－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

［４ｘ１］｝

＝ｍａｘ ｛０＋ｆ１（１０，１３），５＋ｆ１（９，１０），１０＋ｆ１（８，７），１５＋ｆ１（７，４），２０＋ｆ１（６，１）｝
＝ｍａｘ｛ ｆ１（１０，１３），５＋ｆ１（９，１０），１０＋ｆ１（８，７），１５＋ｆ１（７，４），２０＋ｆ１（６，１）｝

ｆ２（９，７）＝ ｍａｘ
ｘ
１
＋ｘ

２
≤９

ｘ
１
＋３ｘ

２
≤７

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛４ｘ１
＋５ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
１
≤９－ｘ

２
ｘ
１
≤７－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛（５ｘ２）＋４ｘ１｝

＝ ｍａｘ
９－ｘ

２
≥０

７－３ｘ
２
≥０

ｘ
２
≥０

｛（５ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ
１
≤９－ｘ

２
ｘ
１
≤７－３ｘ

２
ｘ
１
≥０

［４ｘ１］｝ ＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｍｉｎ ９

１[ ] ， ７
３[ ]( )

｛（５ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ
１
≤９－ｘ

２
ｘ
１
≤７－３ｘ

２
ｘ
１
≥０

［４ｘ１］｝

＝ｍａｘ｛５×０＋ｆ１（９，７），５×１＋ｆ１（８，４），５×２＋ｆ１（７，１）｝
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＝ｍａｘ｛ ｆ１（９，１），５＋ｆ１（８，４），１０＋ｆ１（７，１）｝

ｆ２（８，１）＝ ｍａｘ
ｘ
１
＋ｘ

２
≤８

ｘ
１
＋５ｘ

２
≤１

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛４ｘ１
＋５ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

ｘ
１
≤８－ｘ

２
ｘ
１
≤１－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛４ｘ１
＋（５ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
８－ｘ

２
≥０

１－３ｘ
２
≥０

ｘ
２
≥０

｛５ｘ２
＋ ｍａｘ
ｘ
１
≤８－２ｘ

２
ｘ
１
≤１－３ｘ

２
ｘ
１
≥０

［４ｘ１］｝

＝ ｍａｘ
０≤ｘ

２
≤ｍｉｎ ８

１[ ] ， １
３[ ]( )

｛５ｘ２
＋ ｍａｘ

ｘ
１
≤８－ｘ

２
ｘ
１
≤１－３ｘ

２
ｘ
１
≥０

［４ｘ１］｝

＝ｍａｘ｛０＋ｆ１（８，１）｝

要算 ｆ２（１０，１３），ｆ２（９，７），ｆ２（８，１），必先算 ｆ１（１０，１３），ｆ１（９，１０），ｆ１（８，７），ｆ１（７，４），ｆ１（６，１），ｆ１（９，７），ｆ１（８，

４），ｆ１（７，１），ｆ１（８，１）

ｆ１（１０，１３）＝ ｍａｘ
ｘ
１
≤１０

ｘ
１
≤１３

ｘ
１
≥０

｛４ｘ１｝ ＝ ４×１０＝ ４０

则 ｘ１
＝ １０

同理可求

ｆ１（９，１０）＝ ４×９＝ ３６　 　 则 ｘ１
＝ ９

ｆ１（８，７）＝ ４×７＝ ２８　 　 则 ｘ１
＝ ７

ｆ１（７，４）＝ ４×４＝ １６　 　 则 ｘ１
＝ ４

ｆ１（６，１）＝ ４×１＝ ４　 　 则 ｘ１
＝ １

ｆ１（９，７）＝ ４×７＝ ２８　 　 则 ｘ１
＝ ７

ｆ１（８，４）＝ ４×４＝ １６　 　 则 ｘ１
＝ ４

ｆ１（７，１）＝ ４×１＝ ４　 　 则 ｘ１
＝ １

ｆ１（８，１）＝ ４×１＝ ４　 　 则 ｘ１
＝ １

从而

ｆ２（１０，１３）＝ ｍａｘ ｛ ｆ１（１０，１３），５＋ｆ１（９，１０），１０＋ｆ１（８，７），１５＋ｆ１（７，４），２０＋ｆ１（６，１）｝
＝ｍａｘ｛４０，５＋３６，１０＋２８，１５＋１６，２０＋４｝
＝ｍａｘ｛４０，４１，３８，３１，２４｝ ＝ ４１

则 ｘ２
＝ １

ｆ２（８，１）＝ ｍａｘ｛０＋ｆ１（８，１）｝ ＝ｍａｘ｛０＋４｝ ＝ ４

则 ｘ２
＝ ０

ｆ３（１０，１３）＝ ｍａｘ｛０＋ｆ２（１０，１３），８＋ｆ２（９，７），１６＋ｆ２（８，１）｝
＝ｍａｘ｛４１，８＋２８，１６＋４｝ ＝ｍａｘ｛４１，３６，２０｝ ＝ ４１

则 ｘ３
＝ ０

则最优方案为

ｘ∗
３
＝ ０，ｘ∗

２
＝ １，ｘ∗

１
＝ ９，　 ｍａｘ ｚ＝ ４×９＋５×１－８×０＝ ４１．

（４） 用动态方法解即要求 ｆ３（２０）
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ｆ３（２０）＝ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
＋ｘ２

３
≤２０

ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）＋ｇ３（ｘ３）｝ ＝ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
≤２０－ｘ２

３
ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２，３

｛ｇ３（ｘ３）＋ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
２０－ｘ２

３
≥０

ｘ
３
≥０

｛ｇ３（ｘ３）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
－ｘ２

３
ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２

［ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）］｝

＝ ｍａｘ
ｘ
３
＝ ０，１，２，３，４

｛ｇ３（ｘ３）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
≤２０－ｘ２

３
ｘ
ｉ
≥０，ｉ＝ １，２

［ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）］｝

＝ｍａｘ ｛ｇ３（０）＋ｆ２（２０），ｇ３（１）＋ｆ２（１９），ｇ３（２）＋ｆ２（１６），ｇ３（３）＋ｆ２（１１），ｇ３（４）＋ｆ２（４）｝
＝ｍａｘ｛８＋ｆ２（２０），１２＋ｆ２（１９），１７＋ｆ２（１６），２２＋ｆ２（１１），１９＋ｆ２（４）｝

要算 ｆ３（２０），必先算 ｆ２（２０），ｆ２（１９），ｆ２（１６），ｆ２（１１），ｆ２（４），

ｆ２（２０）＝ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
≤２０

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）｝ ＝ ｍａｘ
ｘ２
１
≤２０－ｘ２

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ２（ｘ２）＋ｇ１（ｘ１）｝

＝ ｍａｘ
２０－ｘ２

２
≥０

ｘ
２
≥０

｛ｇ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤２０－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２，３，４

｛ｇ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤２０－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ｍａｘ ｛ｇ２（０）＋ｆ１（２０），ｇ２（１）＋ｆ１（１９），ｇ２（２）＋ｆ１（１６），ｇ２（３）＋ｆ１（１１），ｇ２（４）＋ｆ１（４）｝
＝ｍａｘ ｛５＋ｆ１（２０），１０＋ｆ１（１９），１５＋ｆ１（６），２０＋ｆ１（１１），２４＋ｆ１（４）｝

ｆ２（１９）＝ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
≤１９

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）｝ ＝ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１９－ｘ２

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
１９－ｘ２

２
≥０

ｘ
２
≥０

｛ｇ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１９－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２，３，４

｛ｇ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１９－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

［ｇ（ｘ１）］｝

＝ｍａｘ ｛ｇ２（０）＋ｆ１（１９），ｇ２（１）＋ｆ１（１８），ｇ２（２）＋ｆ１（１５），ｇ２（３）＋ｆ１（１０），ｇ２（４）＋ｆ１（３）｝
＝ｍａｘ ｛５＋ｆ１（１９），１０＋ｆ１（１８），１５＋ｆ１（１５），２０＋ｆ１（１０），２４＋ｆ１（３）｝

ｆ２（１６）＝ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
≥１６

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）｝ ＝ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１６－ｘ２

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
１６－ｘ２

２
≥０

ｘ
２
≥０

｛ｇ（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１６－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２，３，４

｛ｇ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１６－ｘ２

ｘ
１
≥０

［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ｍａｘ ｛ｇ２（０）＋ｆ１（１６），ｇ２（１）＋ｆ１（１５），ｇ２（２）＋ｆ１（１２），ｇ２（３）＋ｆ１（７），ｇ２（４）＋ｆ１（０）｝
＝ｍａｘ ｛５＋ｆ１（１６），１０＋ｆ１（１５），１５＋ｆ１（１２），２０＋ｆ１（７），２４＋ｆ１（０）｝

ｆ２（１１）＝ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
≤１１

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）｝ ＝ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１１－ｘ２

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ２（ｘ２）＋ｇ１（ｘ１）｝
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＝ ｍａｘ
１１－ｘ２

２
≥０

ｘ
２
≥０

｛ｇ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１１－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ ｍａｘ
ｘ
１
＝ ０，１，２，３

｛ｇ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤１１－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ｍａｘ ｛ｇ２（０）＋ｆ１（１１），ｇ２（１）＋ｆ１（１０），ｇ２（２）＋ｆ１（７），ｇ２（３）＋ｆ１（２）｝
＝ｍａｘ｛５＋ｆ１（１１），１０＋ｆ１（１０），１５＋ｆ１（７），２０＋ｆ１（２）｝

ｆ２（４）＝ ｍａｘ
ｘ２
１
＋ｘ２

２
≤４

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛ｇ１（ｘ１）＋ｇ２（ｘ２）｝ ＝ ｍａｘ
ｘ２
１
≤４－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

｛ｇ２（ｘ２）＋ｇ１（ｘ１）｝

＝ ｍａｘ
４－ｘ２

２
≥０

ｘ
２
≥０

｛ｙ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤４－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

　 ［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２

｛ｇ２（ｘ２）＋ ｍａｘ
ｘ２
１
≤４－ｘ２

２
ｘ
１
≥０

　 ［ｇ１（ｘ１）］｝

＝ｍａｘ｛ｇ２（０）＋ｆ１（４），ｙ２（１）＋ｆ１（３），ｇ２（２）＋ｆ１（０）｝
＝ｍａｘ｛５＋ｆ１（４），１０＋ｆ１（３），１５＋ｆ１（０）｝

则要计算 ｆ２（２０），ｆ２（１９），ｆ２（１６），ｆ２（１１），ｆ２（４），先必算 ｆ１（２０），ｆ１（１９），ｆ１（１８），ｆ１（１６），ｆ１（１８），ｆ１（１１），ｆ１
（１０），ｆ１（７），ｆ１（４），ｆ１（３），ｆ１（０）

ｆ１（２０）＝ ｍａｘ
ｘ２
１
≤２０

｛ｇ１（ｘ１）｝ ＝ｇ１（４）＝ １３

则 ｘ１
＝ ４

同理可求

ｆ１（１９）＝ ｇ１（４）＝ １３　 　 则 ｘ１
＝ ４

ｆ１（１８）＝ ｇ１（４）＝ １３　 　 则 ｘ１
＝ ４

ｆ１（１６）＝ ｇ１（４）＝ １３　 　 则 ｘ１
＝ ４

ｆ１（１５）＝ ｇ１（３）＝ １１　 　 则 ｘ１
＝ ３

ｆ１（１２）＝ ｇ１（３）＝ １１　 　 则 ｘ１
＝ ３

ｆ１（１１）＝ ｇ１（３）＝ １１　 　 则 ｘ１
＝ ３

ｆ１（１０）＝ ｇ１（３）＝ １１　 　 则 ｘ１
＝ ３

ｆ１（７）＝ ｇ１（２）＝ ７　 　 则 ｘ１
＝ ２

ｆ１（４）＝ ｇ１（２）＝ ７　 　 则 ｘ１
＝ ２

ｆ１（３）＝ ｇ１（１１）＝ ４　 　 则 ｘ１
＝ １

ｆ１（０）＝ ｇ１（０）＝ ２　 　 则 ｘ１
＝ ０

ｆ１（２）＝ ｇ１（１）＝ ４　 　 则 ｘ１
＝ １

从而

ｆ２（１９）＝ ｍａｘ ｛５＋ｆ１（１９），１０＋ｆ１（１８），１５＋ｆ１（１５），２０＋ｆ１（１０），２４＋ｆ１（３）｝
＝ｍａｘ｛５＋１３，１０＋１３，１５＋１１，２０＋１１，２４＋４｝
＝ｍａｘ｛１８，２３，２６，３１，２８｝ ＝ ３１

则 ｘ２
＝ ３
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ｆ２（２０）＝ ｍａｘ ｛５＋ｆ１（２０），１０＋ｆ１（１９），１５＋ｆ１（１６），２０＋ｆ１（１１），２４＋ｆ１（４）｝
＝ｍａｘ｛５＋１３，１０＋１３，１５＋１３，２０＋１１，２４＋７｝
＝ｍａｘ｛１８，２３，２８，３１，３１｝ ＝ ３１

则 ｘ２
＝ ３或 ｘ２

＝ ４

ｆ２（１６）＝ ｍａｘ ｛５＋ｆ１（１６），１０＋ｆ１（１５），１５＋ｆ１（１２），２０＋ｆ１（７），２４＋ｆ１（１０）｝
＝ｍａｘ｛５＋１３，１０＋１１，１５＋１１，２０＋７，２４＋２｝
＝ｍａｘ｛１８，２１，２６，２７，２６｝ ＝ ２６

则 ｘ２
＝ ３

ｆ２（１１）＝ ｍａｘ｛５＋ｆ１（１１），１０＋ｆ１（１０），１５＋ｆ１（７），２０＋ｆ１（２）｝
＝ｍａｘ｛５＋１１，１０＋１１，１５＋７，２０＋４｝
＝ｍａｘ｛１６，２１，２２，２４｝ ＝ ２４

则 ｘ２
＝ ３

ｆ２（４）＝ ｍａｘ｛５＋ｆ１（４），１０＋ｆ１（３），１５＋ｆ１（０）｝
＝ｍａｘ｛５＋７，１０＋４，１５＋２｝
＝ｍａｘ｛１２，１４，１７｝ ＝ １７

则 ｘ２
＝ ２．因此

ｆ３（２０）＝ ｍａｘ ｛８＋ｆ２（２０），１２＋ｆ２（１９），１７＋ｆ２（１６），２２＋ｆ２（１１），１９＋ｆ２（４）｝
＝ｍａｘ｛８＋３１，１２＋３１，１７＋２７，２２＋２４，１９＋１７｝
＝ｍａｘ｛３９，４３，４４，４６，３６｝ ＝ ４６

最优方案为 ｘ∗
１
＝ ２，ｘ∗

２
＝ ３，ｘ∗

３
＝ ２，

则 ｍａｘ ｚ＝ ｆ３（２０）＝ ４６

１０􀆰 １４　 某工厂生产三种产品，各产品重量与利润关系如表 １０ １７所示．现将此三种产品运往市场
出售，运输能力总重量不超过 ６吨．问如何安排运输使总利润最大．

表 １０ １７

种　 类 １ ２ ３

重　 量 ２ ３ ４

利　 润 ８０ １３０ １８０

　 　 【解】 　 设三种产品其运输重量分别为 ｘ１，ｘ２，ｘ３，由题意得模型为
ｍａｘ ｚ＝ ８０ｘ１

＋１３０ｘ２
＋１８０ｘ３

２ｘ１
＋３ｘ２

＋４ｘ３≤６

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０，ｘ１，ｘ２，ｘ３为整数
{

用动态规划方法来解，此问题变为求 ｆ３（６），其中 ｆｋ（ ｓｋ）表示当载重量为 ｓｋ 时，采取最优决策装载第 ｋ种
至第 ｎ种货物所得的最大利润．

ｆ３（６）＝ ｍａｘ
２ｘ

１
＋３ｘ

２
＋４ｘ

３
≤６

ｘ
１
，ｘ

２
，ｘ

３
≥０

｛１８０ｘ３
＋ ｍａｘ

２ｘ
１
＋３ｘ

２
≤６－４ｘ

３
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

（８０ｘ１
＋１３０ｘ２）｝

＝ｍａｘ｛１８０ｘ３
＋ｆ２（６－４ｘ３）｝

＝ｍａｘ｛ ｆ２（６），１８０＋ｆ２（２）｝



　 １８８　　 运筹学全程学习指导与习题精解

要计算 ｆ３（６），必须先计算 ｆ２（６）和 ｆ２（２）
ｆ２（６）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋３ｘ

２
≤６

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛８０ｘ１
＋１３０ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

２ｘ
１
≤６－２ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛８０ｘ１
＋（１３０ｘ２）｝

＝ ｍａｘ
ｘ
２
＝ ０，１，２

｛１３０ｘ２
＋ｆ１（６－３ｘ２）｝

＝ｍａｘ｛ ｆ１（６），１３０＋ｆ１（３），２６０＋ｆ１（０）｝
ｆ２（２）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
＋３ｘ

２
≤２

ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛８０ｘ１
＋１３０ｘ２｝ ＝ ｍａｘ

２ｘ
１
≤２－３ｘ

２
ｘ
１
，ｘ

２
≥０

｛８０ｘ１
＋１３０ｘ２｝

＝ｍａｘ｛１３０ｘ２
＋ｆ１（２－３ｘ２）｝ ＝ ｆ１（２）

为了计算出 ｆ２（６）和 ｆ２（２），必须先计算出 ｆ１（０），ｆ１（２），ｆ１（３），ｆ１（６）
ｆ１（ｗ）＝ ｍａｘ

２ｘ
１
≤ｗ

ｘ
１
≥０

（８０ｘ１）＝ ８０［ｗ ／ ２］

ｆ１（６）＝ ８０×３＝ ２４０　 （ｘ１
＝ ３）

ｆ１（３）＝ ８０×１＝ ８０　 （ｘ１
＝ １）

ｆ１（２）＝ ８０×１＝ ８０　 （ｘ１
＝ １）

ｆ１（０）＝ ８０×０＝ ０　 （ｘ１
＝ ０）

故

ｆ２（６）＝ ｍａｘ｛２４０，２１０，２６０｝ ＝ ２６０　 （ｘ１
＝ ０，ｘ２

＝ ２）
ｆ２（２）＝ ８０　 （ｘ１

＝ １，ｘ２
＝ ０）

ｆ３（６）＝ ｍａｘ｛２６０，２６０｝ ＝ ２６０
运输方案有二：

Ⅰ：ｘ∗
１
＝ ０，　 ｘ∗

２
＝ ２，　 ｘ∗

３
＝ ０

Ⅱ：ｘ∗
１
＝ １，　 ｘ∗

２
＝ ０，　 ｘ∗

３
＝ １

即总利润最大为 ２６０．
１０􀆰 １５　 某工厂在一年进行了 Ａ、Ｂ、Ｃ三种新产品试制，由于资金不足，估计在年内这三种新产品研

制不成功的概率分别为 ０􀆰 ４０、０􀆰 ６０、０􀆰 ８０，因而都研制不成功的概率为 ０􀆰 ４０×０􀆰 ６０×０􀆰 ８０ ＝ ０􀆰 １９２．为了促
进三种新产品的研制，决定增拨 ２万元的研制费，并要资金集中使用，以万元为单位进行分配．其增拨研
制费与新产品不成功的概率如表 １０ １８所示．试问如何分配费用，使这三种新产品都研制不成功的概
率为最小．

表 １０ １８

新产品
研制费 Ｓ　 　 　 　 　

不成功概率

Ａ Ｂ Ｃ

０ ０􀆰 ４０ ０􀆰 ６０ ０􀆰 ８０

１ ０􀆰 ２０ ０􀆰 ４０ ０􀆰 ５０

２ ０􀆰 １５ ０􀆰 ２０ ０􀆰 ３０

　 　 【解】 　 分为三个阶段，状态变量 ｓｋ 表示第 ｋ种产品至第 ｎ种产品的研制费用，ｘｋ 表示第 ｋ 种产品
研制费用．ｐｋ（ｘｋ）表示给 ｋ种产品补加研制费 ｘｋ 后的不成功概率．模型为：
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ｍｉｎ ｚ ＝ ∏
３

ｉ ＝ １
ｐｉ（ｘｉ）

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＝ ２，　 ｘｉ≥０且为整数

ｆｋ（ ｓｋ）＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

ｋ
≤ｓ

ｋ

［ｐｋ（ｘｋ）×ｆｋ＋１（ ｓｋ－ｘｋ）］，　 ｋ＝ ３，２，１

ｆ４（ ｓ４）＝ １
{
第三阶段，设 ｓ３万元（ ｓ３ ＝ ０，１，２）全部分配给新产品 Ｃ，则不成功概率为

ｆ３（ ｓ３）＝ ｍｉｎ
ｘ
３
＝ ｓ

３

［ｐ３（ｘ３）×０􀆰 ４×０􀆰 ６］

其计算值如表 １０ １９所示．
表 １０ １９

ｘ３

ｓ３ 　 　 　

ｐ３（ｘ３）

０ １ ２
ｆ３（ ｓ３） ｘ∗

３

０ ０􀆰 ８ ０􀆰 ８ ０

１ ０􀆰 ５ ０􀆰 ５ １

２ ０􀆰 ３ ０􀆰 ３ ２

　 　 第二阶段，设 ｓ２万元（ ｓ２ ＝ ０，１，２）全部分配给新产品 Ｂ，Ｃ，则不成功的概率为

ｆ２（ ｓ２）＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

２
≤ｓ

２

［ｐ２（ｘ２）×ｆ２（ ｓ２－ｘ２）］

其计算值如表 １０ ２０所示．
表 １０ ２０

ｘ２

ｓ２ 　 　 　

ｐ２（ｘ２）·ｆ２（ ｓ２－ｘ２）

０ １ ２
ｆ２（ ｓ２） ｘ∗

２

０ ０􀆰 ６×０􀆰 ８ ０􀆰 ６×０􀆰 ８＝ ０􀆰 ４８ ０

１ ０􀆰 ６×０􀆰 ５ ０􀆰 ４×０􀆰 ８ ０􀆰 ３０ ０

２ ０􀆰 ６×０􀆰 ３ ０􀆰 ４×０􀆰 ５ ０􀆰 ２×０􀆰 ８ ０􀆰 １６ ２

　 　 第一阶段，设 ｓ１ ＝ ２万元，全部分配给新产品 Ａ、Ｂ、Ｃ，则不成功的概率为

ｆ１（２）＝ ｍｉｎ
０≤ｘ

２
≤２

［ｐ１（ｘ１）×ｆ２（２－ｘ１）］

其计算值如表 １０ ２１所示．
表 １０ ２１

ｘ１

ｓ１ 　 　 　 ０ １ ２ ｆ１（２） ｘ∗
１

２ ０􀆰 ４×０􀆰 ０１６ ０􀆰 ２×０􀆰 ３ ０􀆰 １５×０􀆰 ４８ ０􀆰 ０６ １

故 ｘ∗
１
＝ １，ｘ∗

２
＝ ０，ｘ∗

３
＝ １，ｆ１（２）＝ ０􀆰 ０６

即 Ａ产品分配 １万元，Ｂ产品不分配，Ｃ产品分配 １ 万元，这三种产品都研究不成功的概率最小为
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０􀆰 ２×０􀆰 ６×０􀆰 ５＝ ０􀆰 ０６．
１０􀆰 １６　 某一印刷厂有六项加工任务，对印刷车间和装订车间所需时间（单位：天）如表 １０ ２２ 所

示，试求最优的加工顺序和总加工天数．
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表 １０ ２２

任务
车间　 　 　

Ｊ１ Ｊ２ Ｊ３ Ｊ４ Ｊ５ Ｊ６

印刷车间 ３ １０ ５ ２ ９ １１

装订车间 ８ １２ ９ ６ ５ ２

　 　 【解】 　 工件的加工工时矩阵为：

Ｍ＝
３ １０ ５ ２ ９ １１
８ １２ ９ ６ ５ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

按最优排序规则排序
→

Ｊ４ 　 Ｊ１ 　 Ｊ３ 　 Ｊ２ 　 Ｊ５ 　 Ｊ６
２ ３ ５ １０ ９ １１
６ ８ ９ １２ ５ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

则最优加工顺序为

Ｊ４→Ｊ１→Ｊ３→Ｊ２→Ｊ５→Ｊ６
总加工时间为 ４４天．

１０􀆰 １７　 试制订五年中的一台机器更新策略，使总收入达到最大．设 α ＝ １，Ｔ ＝ ２，有关数据如表 １０
２３所示．

表 １０ ２３
产品年代

　 　 机龄
项目　 　 　 　 　

第一年 第二年 第三年

０ １ ２ ３ ４ ０ １ ２ ３ ０ １ ２

收　 　 入 ２０ １９ １８ １６ １４ ２５ ２３ ２２ ２０ ２７ ２４ ２２

运行费用 ４ ４ ６ ６ ８ ３ ４ ６ ７ ３ ３ ４

更新费用 ２５ ２７ ３０ ３２ ３５ ２７ ２９ ３２ ３４ ２９ ３０ ３１
产品年代

　 　 机龄
项目　 　 　 　 　

第四年 第五年 期　 前

０ １ ０ ２ ３ ４ ５ ６

收　 　 入 ２８ ２６ ３０ １６ １４ １４ １２ １２

运行费用 ２ ３ ２ ６ ６ ７ ７ ８

更新费用 ３０ ３１ ３２ ３０ ３２ ３４ ３４ ３６

　 　 【解】 　 由题意 α·１，Ｔ＝ ２，ｎ＝ ５
Ｉ ｊ（ ｔ）为在第 ｊ年机器役龄为 ｔ年的一台机器运行所得收入；

Ｏｊ（ ｔ）为在第 ｊ年机器役龄为 ｔ年的一台机器运行所需费用；

Ｃｊ（ ｔ）为第 ｊ年机器役龄为 ｔ年的一台机器更新所需的更新净费用．

ｇｊ（ ｔ）是第 ｊ年开始使用役龄为 ｔ年的机器时，从第 ｊ至第 ５年的最佳收入．

ｘ ｊ（ ｔ）表示给出 ｇｊ（ ｔ）时，在第 ｊ年开始时的决策．

得递推关系式为

ｇｊ（ ｔ）＝ ｍａｘ
Ｒ：Ｉ ｊ（０）－Ｏｊ（０）－Ｃｊ（ ｔ）＋ｇｊ＋１（１）

Ｋ：Ｉ ｊ（ ｔ）－Ｏｊ（ ｔ）＋ｇｊ＋１（ ｔ＋１）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

其中“Ｋ”是 ｋｅｅｐ的缩写，表示保留使用，“Ｒ”是 Ｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔ的缩写表示更新机器．
其中
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ｇ６（ ｔ）＝ ０，　 ｊ＝ １，２，…５；　 ｔ＝ １，２，…，ｊ－１
当 ｊ＝ ５时

ｇ５（ ｔ）＝ ｍａｘ
Ｒ：Ｉ５（０）－Ｏ５（０）－Ｃ５（ ｔ）＋１·ｇ６（１）

Ｋ：Ｉ５（ ｔ）－Ｏ５（ ｔ）＋ｇ６（ ｔ＋１）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｙ５（１）＝ ｍａｘ
Ｒ：３０－２－３１＝ －３
Ｋ：２６－３＝ ２３

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ２３

则 ｘ５（１）＝ Ｋ

ｇ５（２）＝ ｍａｘ
Ｒ：３０－２－３１＝ －３
Ｋ：２２－４＝ １８

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ １８

则 ｘ５（２）＝ Ｋ

ｇ５（３）＝ ｍａｘ
Ｒ：３０－２－３４＝ －６
Ｋ：２０－７＝ １３

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ １３

则 ｘ５（３）＝ Ｋ

ｇ５（４）＝ ｍａｘ
Ｒ：３０－２－３５＝ －７
Ｋ：１４－８＝ ６

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ６

则 ｘ５（４）＝ Ｋ

ｇ５（６）＝ ｍａｘ
Ｒ：３０－２－３６＝ －８
Ｋ：１２－８＝ ４

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ４

则 ｘ５（６）＝ Ｋ
当 ｊ＝ ４时

ｇ４（ ｔ）＝ ｍａｘ
Ｒ：Ｉ４（０）－Ｏ４（０）－Ｃ４（ ｔ）＋ｇ５（１）

Ｋ：Ｉ４（ ｔ）－Ｏ４（ ｔ）－ｇ５（ ｔ＋１）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｇ４（１）＝ ｍａｘ
Ｒ：２８－２－３０＋２３＝ １９
Ｋ：２４－３＋１８＝ ３９

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ３９

则 ｘ４（１）＝ Ｋ

ｇ４（２）＝ ｍａｘ
Ｒ：２８－２－３２＋２３＝ １７
Ｋ：２２－６＋１３＝ ２９

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ２９

则 ｘ４（２）＝ Ｋ

ｇ４（３）＝ ｍａｘ
Ｒ：２８－２－３２＋２３＝ １７
Ｋ：１６－６＋６＝ １６

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ １７

则 ｘ４（３）＝ Ｒ

ｇ４（５）＝ ｍａｘ
Ｒ：２８－２－３４＋２３＝ １５
Ｋ：１２－７＋４＝ ９

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ １５

当 ｊ＝ ３时

ｇ４（ ｔ）＝ ｍａｘ
Ｒ：Ｉ３（０）－Ｏ３（０）－Ｃ３（ ｔ）＋ｇ４（１）

Ｋ：Ｉ３（ ｔ）－Ｏ３（ ｔ）＋ｇ４（ ｔ＋１）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｇ３（１）＝ ｍａｘ
Ｒ：２７－３－２９＋３９＝ ３４
Ｋ：２３－４＋２９＝ ４８

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ４８

则 ｘ３（１）＝ Ｋ
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ｇ３（２）＝ ｍａｘ
Ｒ：２７－３－３０＋３９＝ ３３
Ｋ：１８－６＋１７＝ ２９

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ３３

则 ｘ３（２）＝ Ｒ

ｇ３（４）＝ ｍａｘ
Ｒ：２７－３－３４＋３９＝ ２９
Ｋ：１４－７＋１５＝ ３２

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ２９

则 ｘ３（４）＝ Ｒ
当 ｊ＝ ２时

ｇ２（ ｔ）＝ ｍａｘ
Ｒ：Ｉ２（０）－Ｏ２（０）－Ｃ２（ ｔ）＋ｇ３（１）

Ｋ：Ｉ２（ ｔ）－Ｏ２（ ｔ）＋ｇ３（ ｔ＋１）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｇ２（１）＝ ｍａｘ
Ｒ：２５－３－２７＋４８＝ ４３
Ｋ：１９－４＋３３＝ ４８

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ４８

则 ｘ２（１）＝ Ｋ

ｇ２（３）＝ ｍａｘ
Ｒ：２５－３－３２＋４８＝ ３８
Ｋ：１４－６＋２９＝ ３７

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ３８

当 ｊ＝ １时

ｇ１（ ｔ）＝ ｍａｘ
Ｒ：Ｉ１（０）－Ｏ１（０）－Ｃ１（ ｔ）＋ｇ２（１）

Ｋ：Ｉ１（ ｔ）－Ｏ１（ ｔ）＋ｇ２（ ｔ＋１）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ｇ１（２）＝ ｍａｘ
Ｒ：２０－４－３０＋４８＝ ３４
Ｋ：１６－６＋３８＝ ４８

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ４８

则 ｘ１（２）＝ Ｋ
故最大总收入为 ４８，根据上面计算过程反推之，可求得最佳策略见表 １０ ２４．

表 １０ ２４

年度 １ ２ ３ ４ ５

机龄 ２ ３ １ ２ ３

最佳决策 Ｋ Ｒ Ｋ Ｋ Ｋ

　 　 １０􀆰 １８　 求解六个城市旅行推销员问题．其距离矩阵如表 １０ ２５所示．设推销员从 １城出发，经过每
个城市一次且仅一次，最后回到 １城．问按怎样的路线走，使总的行程最短．

表 １０ ２５

　 距离 ｉ

ｊ　 　 　 　 　 　
１ ２ ３ ４ ５ ６

１ ０ １０ ２０ ３０ ４０ ５０

２ １２ ０ １８ ３０ ２５ ２１

３ ２３ ９ ０ ５ １０ １５

４ ３４ ３２ ４ ０ ８ １６

５ ４５ ２７ １１ １０ ０ １８

６ ５６ ２２ １６ ２０ １２ ０
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　 　 【解】 　 从 １城出发最后回到 １城中间要经过五个城市，因此划分 ｎ个阶段（ｎ＝ １，２，３，４，５）
由于规定推销员是从城市 １开始的，设推销员走到 ｉ城，记 Ｎｉ ＝｛２，３，４，…，ｉ，ｉ＋１，…，ｎ｝表示 １城到

ｉ城中间城市集合．
Ｓ表示到达 ｉ城之前中途所经过的城市的集合，则有 Ｓ⊆Ｎｉ

因此，可选取（ ｔ，Ｓ）作为描述过程的状态变量，决策为由一个城市走到另一个城市，并定义最优值函
数 ｆｋ（ ｉ，Ｓ）为从 １城开始经由 ｋ个中间城市的 Ｓ集到 ｉ 城的最短路线的距离，则可写出动态规划的递推
关系为

ｆｋ（ ｉ，ｓ）＝ ｍｉｎ
ｊ∈ｓ

［ ｓｋ－１（ ｊ，Ｓ ／ ｛ ｊ｝＋ｄｊｉ］，

ｋ＝ １，２，…，５，ｉ＝ ２，３，…，６，Ｓ⊆Ｎｉ

边界条件为 ｆ０（ ｉ，ϕ）＝ ｄ１ｉ，ｐｋ（ ｉ，Ｓ）为最优决策函数，它表示从 １城开始经 ｋ个中间城市的 Ｓ集到 ｉ城的最
短路线上紧挨着 ｉ城前面的那个城市．
由边界条件可知

ｆ０（２，ϕ）＝ ｄ１２
＝ １０

ｆ０（３，ϕ）＝ ｄ１３
＝ ２０

ｆ０（４，ϕ）＝ ｄ１４
＝ ３０

ｆ０（５，ϕ）＝ ｄ１５
＝ ４０

ｆ０（６，ϕ）＝ ｄ１６
＝ ５０

当 ｋ＝ １时，即从 １城开始，中间经过一个城市到达 ｉ城的最短距离是：
ｆ１（２，｛３｝）＝ ｆ０（３，ϕ）＋ｄ３２

＝ ２０＋９＝ ２９
ｆ１（２，｛４｝）＝ ｆ０（４，ϕ）＋ｄ４２

＝ ３０＋３２＝ ６２
ｆ１（２，｛５｝）＝ ｆ０（５，ϕ）＋ｄ５２

＝ ４０＋２７＝ ６７
ｆ１（２，｛６｝）＝ ｆ０（６，ϕ）＋ｄ６２

＝ ５０＋２２＝ ７２
ｆ１（３，｛２｝）＝ ｆ０（２，ϕ）＋ｄ２３

＝ １０＋１８＝ ２８
ｆ１（３，｛４｝）＝ ｆ０（４，ϕ）＋ｄ４３

＝ ３０＋４＝ ３４
ｆ１（３，｛５｝）＝ ｆ０（５，ϕ）＋ｄ５３

＝ ４０＋１１＝ ５１
ｆ１（３，｛６｝）＝ ｆ０（６，ϕ）＋ｄ６３

＝ ５０＋１６＝ ６６
ｆ１（４，｛２｝）＝ ｆ０（２，ϕ）＋ｄ２４

＝ １０＋３０＝ ４０
ｆ１（４，｛３｝）＝ ｆ０（３，ϕ）＋ｄ３４

＝ ２０＋５＝ ２５
ｆ１（４，｛５｝）＝ ｆ０（５，ϕ）＋ｄ５４

＝ ４０＋１０＝ ５０
ｆ１（４，｛６｝）＝ ｆ０（６，ϕ）＋ｄ６４

＝ ５０＋２０＝ ７０
ｆ１（５，｛２｝）＝ ｆ０（２，ϕ）＋ｄ２５

＝ １０＋２５＝ ３５
ｆ１（５，｛３｝）＝ ｆ０（３，ϕ）＋ｄ３５

＝ ２０＋１０＝ ３０
ｆ１（５，｛４｝）＝ ｆ０（４，ϕ）＋ｄ４５

＝ ３０＋８＝ ３８
ｆ１（５，｛６｝）＝ ｆ０（６，ϕ）＋ｄ６５

＝ ５０＋１２＝ ６２
ｆ１（６，｛２｝）＝ ｆ０（２，ϕ）＋ｄ２６

＝ １０＋２１＝ ３１
ｆ１（６，｛３｝）＝ ｆ０（３，ϕ）＋ｄ３６

＝ ２０＋１５＝ ３５
ｆ１（６，｛４｝）＝ ｆ０（４，ϕ）＋ｄ４６

＝ ３０＋１６＝ ４６
ｆ１（６，｛５｝）＝ ｆ０（５，ϕ）＋ｄ５６

＝ ４０＋１８＝ ５８
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当 ｋ＝ ２时，即从 １城开始，中间经过两个城市（它们顺序随便）到达 ｉ城的最短距离是：
ｆ２（２，｛３，４｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛４｝）＋ｄ３２，ｆ１（４，｛３｝）＋ｄ４２｝

＝ｍｉｎ｛３４＋９，２５＋３２｝ ＝ｍｉｎ｛４３，５７｝ ＝ ４３
则 ｐ２（２，｛３，４｝）＝ ３

ｆ２（２，｛３，５｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛５｝）＋ｄ３２，ｆ１（５，｛３｝）＋ｄ５２｝
＝ｍｉｎ｛５１＋９，３０＋２７｝ ＝ｍｉｎ｛６０，５７｝ ＝ ５７

则 ｐ２（２，｛３，５｝）＝ ５
ｆ２（２，｛３，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛６｝）＋ｄ３２，ｆ１（６，｛３｝）＋ｄ６２｝

＝ｍｉｎ｛６６＋９，３５＋２２｝ ＝ｍｉｎ｛７５，５７｝ ＝ ５７
则 ｐ２（２，｛３，６｝）＝ ６

ｆ２（２，｛４，５｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（４，｛５｝）＋ｄ４２，ｆ１（５，｛４｝）＋ｄ５２｝
＝ｍｉｎ｛５０＋３２，３８＋２７｝ ＝ｍｉｎ｛８２，６５｝ ＝ ６５

则 ｐ２（２，｛４，５｝）＝ ５
ｆ２（２，｛４，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（４，｛６｝）＋ｄ４２，ｆ１（６，｛４｝）＋ｄ６２｝

＝ｍｉｎ｛７０＋３２，４６＋２２｝ ＝ｍｉｎ｛１０２，６８｝ ＝ ６８
则 ｐ２（２，｛４，６｝）＝ ６

ｆ２（２，｛５，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（５，｛６｝）＋ｄ５２，ｆ１（６，｛５｝）＋ｄ６２｝
＝ｍｉｎ｛６２＋２７，５８＋２２｝ ＝ｍｉｎ｛８９，８０｝ ＝ ８０

则 ｐ２（２，｛５，６｝）＝ ６
ｆ２（３，｛２，４｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛４｝）＋ｄ２３，ｆ１（４，｛２｝）＋ｄ４３｝

＝ｍｉｎ｛６２＋１８，４０＋４｝ ＝ｍｉｎ｛８０，４４｝ ＝ ４４
则 ｐ２（３，｛２，５｝）＝ ５

ｆ２（３，｛２，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛６｝）＋ｄ２３，ｆ１（６，｛２｝）＋ｄ６３｝
＝ｍｉｎ｛７２＋１８，３１＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛９０，４７｝ ＝ ４７

则 ｐ２（３，｛２，６｝）＝ ６
ｆ２（３，｛４，５｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（４，｛５｝）＋ｄ４３，ｆ１（５，｛４｝）＋ｄ５３｝

＝ｍｉｎ｛５０＋４，３８＋１１｝ ＝ｍｉｎ｛５４，４９｝ ＝ ４９
则 ｐ２（３，｛４，５｝）＝ ５

ｆ２（３，｛４，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（４，｛６｝）＋ｄ４３，ｆ１（６，｛３４｝）＋ｄ６３｝
＝ｍｉｎ｛７０＋４，４６＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛７４，６０｝ ＝ ６０

则 ｐ２（３，｛４，６｝）＝ ６
ｆ２（３，｛５，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（５１，｛６｝）＋ｄ５３，ｆ１（６，｛５｝）＋ｄ５３｝

＝ｍｉｎ｛６２＋１１，５８＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛７３，７４｝ ＝ ７３
则 ｐ２（３，｛５，６｝）＝ ５

ｆ２（４，｛２，３｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛３｝）＋ｄ２４，ｆ１（３，｛２｝）＋ｄ３４｝
＝ｍｉｎ｛２９＋３０，２８＋５｝ ＝ｍｉｎ｛５９，３３｝ ＝ ３３

所以 ｐ２（４，｛２，３｝）＝ ３
ｆ２（４，｛２，５｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛５｝）＋ｄ２４，ｆ１（５，｛２｝）＋ｄ５４｝

＝ｍｉｎ｛６７＋３０，３５＋１０｝ ＝ｍｉｎ｛９７，４５｝ ＝ ４５
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则 ｐ２（４，｛２，５｝）＝ ５
ｆ２（４，｛２，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛６｝）＋ｄ２４，ｆ１（６，｛２３｝）＋ｄ６４｝

＝ｍｉｎ｛７２＋３０，３１＋２０｝ ＝ｍｉｎ｛１０２，５１｝ ＝ ５１
则 ｐ２（４，｛２，６｝）＝ ６

ｆ２（４，｛３，５｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛５｝）＋ｄ３４，ｆ１（５，｛３｝）＋ｄ５４｝
＝ｍｉｎ｛５１＋８，３０＋１０｝ ＝ｍｉｎ｛５６，４０｝ ＝ ４０

则 ｐ２（４，｛３，５｝）＝ ５
ｆ２（４，｛３，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛６｝）＋ｄ３４，ｆ１（６，｛３｝）＋ｄ６４｝

＝ｍｉｎ｛６６＋５，３５＋２０｝ ＝ｍｉｎ｛７１，５５｝ ＝ ５５
则 ｐ２（４，｛３，６｝）＝ ６

ｆ２（４，｛５，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（５，｛６｝）＋ｄ５４，ｆ１（６，｛５｝）＋ｄ６４｝
＝ｍｉｎ｛６２＋１０，５８＋２０｝ ＝ｍｉｎ｛７２，７８｝ ＝ ７２

则 ｐ２（４，｛５，６｝）＝ ５
ｆ２（ ｆ１，｛２，３｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛３｝）＋ｄ２５，ｆ１（３，｛２｝）＋ｄ３５｝

＝ｍｉｎ｛２９＋２５，２８＋１０｝ ＝ｍｉｎ｛５４，３８｝ ＝ ３８
则 ｐ２（５，｛２，３｝）＝ ３

ｆ２（５，｛２，４｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛４｝）＋ｄ３５，ｆ１（４，｛２｝）＋ｄ６５｝
＝ｍｉｎ｛７２＋２５，３１＋１２｝ ＝ｍｉｎ｛９７，４３｝ ＝ ４３

则 ｐ２（５，｛２，６｝）＝ ６
ｆ２（５，｛３，４｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛４｝）＋ｄ３５，ｆ１（４，｛３｝）＋ｄ４５｝

＝ｍｉｎ｛３４＋１０，２５＋８｝ ＝ｍｉｎ｛４４，３３｝ ＝ ３３
则 ｐ２（５，｛３，４｝）＝ ４

ｆ２（５，｛３，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛６｝）＋ｄ３５，ｆ１（６，｛３｝）＋ｄ６５｝
＝ｍｉｎ｛６６＋１０，３５＋１２｝ ＝ｍｉｎ｛７６，４７｝ ＝ ４７

则 ｐ２（５，｛３，６｝）＝ ６
ｆ２（５，｛４，６｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（４，｛６｝）＋ｄ４５，ｆ１（６，｛４｝）＋ｄ６５｝

＝ｍｉｎ｛７０＋８，４６＋１２｝ ＝ｍｉｎ｛７８，５８｝ ＝ ５８
则 ｐ２（５，｛４，６｝）＝ ６

ｆ２（６，｛２，３｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛３｝）＋ｄ２６，ｆ１（３，｛２｝）＋ｄ３６｝
＝ｍｉｎ｛２９＋２１，２８＋１８｝ ＝ｍｉｎ｛５０，４３｝ ＝ ４３

则 ｐ２（６，｛２，３｝）＝ ３
ｆ２（６，｛２，４｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛４｝）＋ｄ４６，ｆ１（４，｛２｝）＋ｄ４６｝

＝ｍｉｎ｛６２＋２１，４０＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛８３，５６｝ ＝ ５６
则 ｐ２（６，｛２，４｝）＝ ４

ｆ２（６，｛２，５｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（２，｛５｝）＋ｄ２６，ｆ１（５，｛２｝）＋ｄ５６｝
＝ｍｉｎ｛６７＋２１，３５＋１８｝ ＝ｍｉｎ｛８８，５３｝ ＝ ５３

则 ｐ２（６，｛２，５｝）＝ ５
ｆ２（６，｛３，４｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛４｝）＋ｄ３６，ｆ１（４，｛３｝）＋ｄ４６｝

＝ｍｉｎ｛３４＋１５，２５＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛４９，４１｝ ＝ ４１
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则 ｐ２（６，｛３，４｝）＝ ４
ｆ２（６，｛３，５｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（３，｛５｝）＋ｄ３６，ｆ１（５，｛３｝）＋ｄ５６｝

＝ｍｉｎ｛５１＋１５，３０＋１８｝ ＝ｍｉｎ｛６６，４８｝ ＝ ４８
则 ｐ２（６，｛３，５｝）＝ ５

ｆ２（６，｛４，５｝）＝ ｍｉｎ｛ ｆ１（４，｛５｝）＋ｄ４６，ｆ１（５，｛４｝）＋ｄ５６｝
＝ｍｉｎ｛５０＋１６，３８＋１８｝ ＝ｍｉｎ｛６６，５６｝ ＝ ５６

则 ｐ２（６，｛４，５｝）＝ ５
当 ｋ＝ ３时，即从 １城开始，中间经过三个城市（顺序随便）回到 ｉ城的最短距离是：
ｆ３（２，｛３，４，５｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（３，｛４，５｝）＋ｄ３２，ｆ２（４，｛３，５｝）＋ｄ４２，ｆ２（５，｛３，４｝）＋ｄ５２｝

＝ｍｉｎ｛４９＋９，４０＋３２，３３＋２７｝ ＝ｍｉｎ｛５８，７２，６０｝ ＝ ５８
则 ｐ３（２，｛３，４，５｝）＝ ３

ｆ３（２，｛３，４，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（３，｛４，６｝）＋ｄ３２，ｆ２（４，｛３，６｝）＋ｄ４２，ｆ２（６，｛３，４｝）＋ｄ６２｝
＝ｍｉｎ｛６０＋９，５５＋３２，４１＋２２｝ ＝ｍｉｎ｛６９，８７，６３｝ ＝ ６３

则 ｐ３（２，｛３，４，６｝）＝ ６
ｆ３（２，｛３，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（３，｛５，６｝）＋ｄ３２，ｆ２（５，｛３，６｝）＋ｄ５２，ｆ２（６，｛３，５｝）＋ｄ６２｝

＝ｍｉｎ｛７３＋９，４７＋２７，４８＋２２｝ ＝ｍｉｎ｛８２，７４，７０｝ ＝ ７０
则 ｐ３（２，｛３，５，６｝）＝ ６

ｆ３（２，｛４，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（４，｛５，６｝）＋ｄ４２，ｆ２（５，｛４，６｝）＋ｄ５２，ｆ２（６，｛４，５｝）＋ｄ６２｝
＝ｍｉｎ｛７２＋３２，５８＋２７，５６＋２２｝ ＝ｍｉｎ｛１０４，８５，７８｝ ＝ ７８

则 ｐ３
＝（２，｛４，５，６｝）＝ ６
ｆ３（３，｛２，４，５｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛４，５｝）＋ｄ２３，ｆ２（４，｛２，５｝）＋ｄ４３，ｆ２（５，｛２，４｝）＋ｄ５３｝

＝ｍｉｎ｛６５＋１８，４５＋４，４８＋１１｝ ＝ｍｉｎ｛８３，４９，５９｝ ＝ ４９
则 ｐ３（３，｛２，４，５｝）＝ ４

ｆ３（３，｛２，４，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛４，６｝）＋ｄ２３，ｆ２（４，｛２，６｝）＋ｄ４３，ｆ２（６，｛２，４｝）＋ｄ６３｝
＝ｍｉｎ｛６８＋１８，５１＋４，５６＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛５６，５５，７２｝ ＝ ５５

则 ｐ３（３，｛２，４，６｝）＝ ４
ｆ３（３，｛２，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛５，６｝）＋ｄ２３，ｆ２（５，｛２，６｝）＋ｄ５３，ｆ２（６，｛２，５｝）＋ｄ６３｝

＝ｍｉｎ｛８０＋１８，４３＋１１，５３＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛９８，５４，６９｝ ＝ ５４
则 ｐ３（３，｛２，５，６｝）＝ ５

ｆ３（３，｛４，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（４，｛５，６｝）＋ｄ４３，ｆ２（５，｛４，６｝）＋ｄ５３，ｆ２（６，｛４，５｝）＋ｄ６３｝
＝ｍｉｎ｛７２＋４，５８＋１１，５６＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛７６，６９，７２｝ ＝ ６９

则 ｐ３（３，｛４，５，６｝）＝ ５
ｆ３（４，｛２，３，５｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛３，５｝）＋ｄ２４，ｆ２（３，｛２，５｝）＋ｄ２４，ｆ２（５，｛２，３｝）＋ｄ５４｝

＝ｍｉｎ｛５７＋３０，４６＋５，３８＋１０｝
＝ｍｉｎ｛８７，５１，４８｝
＝ ４８

则 ｐ３（４，｛２，３，５｝）＝ ５
ｆ３（４，｛２，３，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛３，６｝）＋ｄ２４，ｆ２（３，｛２，６｝）＋ｄ３４，ｆ２（６，｛２，３｝）＋ｄ６４｝

＝ｍｉｎ｛５７＋３０，４７＋５，４３＋２０｝ ＝ｍｉｎ｛８７，５２，６３｝ ＝ ５２
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则 ｐ３（４，｛２，３，６｝）＝ ３
ｆ３（４，｛２，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛５，６｝）＋ｄ２４，ｆ２（５，｛２，６｝）＋ｄ５４，ｆ２（６，｛２，５｝）＋ｄ６４｝

＝ｍｉｎ｛８０＋３０，４３＋１０，５３＋２０｝ ＝ｍｉｎ｛１１０，５３，７３｝ ＝ ５３
则 ｐ３（４，｛２，５，６｝）＝ ５

ｆ３（４，｛３，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（３，｛５，６｝）＋ｄ３４，ｆ２（５，｛３，６｝）＋ｄ５４，ｆ２（６，｛３，５｝）＋ｄ６４｝
＝ｍｉｎ｛７３＋５，４７＋１０，４８＋２０｝ ＝ｍｉｎ｛７８，５７，６８｝ ＝ ５７

则 ｐ３（４，｛３，５，６｝）＝ ５
ｆ３（５，｛２，３，４｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛３，４｝）＋ｄ２５，ｆ２（３，｛２，４｝）＋ｄ３５，ｆ２（４，｛２，３｝）＋ｄ４５｝

＝ｍｉｎ｛４３＋２５，４４＋１０，３３＋８｝ ＝ｍｉｎ｛６８，５４，４１｝ ＝ ４１
则 ｐ３（５，｛２，３，４｝）＝ ４

ｆ３（５，｛２，４，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛４，６｝）＋ｄ２５，ｆ２（４，｛２，６｝）＋ｄ４８，ｆ２（６，｛２，４｝）＋ｄ４８｝
＝ｍｉｎ｛６８＋２５，５１＋８，５６＋１２｝ ＝ｍｉｎ｛９３，５９，６８｝ ＝ ５９

则 ｐ３（５，｛２，４，６｝）＝ ４
ｆ３（５，｛２，３，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛３，６｝）＋ｄ２５，ｆ２（３，｛２，６｝）＋ｄ３５，ｆ２（６，｛２，３｝）＋ｄ６５｝

＝ｍｉｎ｛５７＋２５，４７＋１０，４３＋１２｝ ＝ｍｉｎ｛８２，５７，５５｝ ＝ ５５
则 ｐ３（５，｛２，３，６｝）＝ ６

ｆ３（５，｛３，４，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（３，｛４，６｝）＋ｄ３５，ｆ２（４，｛３，６｝）＋ｄ４５，ｆ２（６，｛３，４｝）＋ｄ６５｝
＝ｍｉｎ｛６０＋１０，５５＋８，４１＋１２｝ ＝ｍｉｎ｛７０，６３，５３｝ ＝ ５３

则 ｐ３（５，｛３，４，６｝）＝ ６
ｆ３（６，｛２，３，４｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛３，４｝）＋ｄ２６，ｆ２（３，｛２，４｝）＋ｄ３６，ｆ２（４，｛２，３｝）＋ｄ４６｝

＝ｍｉｎ｛４３＋２１，４４＋１５，３３＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛６４，５９，４９｝ ＝ ４９
则 ｐ３（６，｛２，３，４｝）＝ ４

ｆ３（６，｛２，３，５｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛３，５｝）＋ｄ２６，ｆ２（３，｛２，５｝）＋ｄ３６，ｆ２（５，｛２，３｝）＋ｄ５６｝
＝ｍｉｎ｛５７＋２１，４６＋１５，３８＋１８｝ ＝ｍｉｎ｛７８，６１，５６｝ ＝ ５６

则 ｐ３（６，｛２，３，５｝）＝ ５
ｆ３（６，｛２，４，５｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（２，｛４，５｝）＋ｄ２６，ｆ２（４，｛２，５｝）＋ｄ４６，ｆ２（５，｛２，４｝）＋ｄ５６｝

＝ｍｉｎ｛６５＋２１，４５＋１６，４８＋１８｝ ＝ｍｉｎ｛８６，６１，６６｝ ＝ ６１
则 ｐ３（６，｛２，４，５｝）＝ ４

ｆ３（６，｛３，４，５｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ２（３，｛４，５｝）＋ｄ３６，ｆ２（４，｛３，５｝）＋ｄ４６，ｆ２（５，｛３，４｝）＋ｄ５６｝
＝ｍｉｎ｛４９＋６５，４０＋１６，３３＋１８｝ ＝ｍｉｎ｛１１４，５６，５１｝ ＝ ５１

则 ｐ３（６，｛３，４，５｝）＝ ５
当 ｋ＝ ４时，即从 １城开始，中间经过四个城市，回到 ｉ城的最短距离是：
ｆ４（２，｛３，４，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ３（３，｛４，５，６｝） ＋ｄ３２，ｆ３（４，｛３，５，６｝） ＋ｄ４２，ｆ３（５，｛３，４，６｝） ＋ｄ５２，ｆ３（６，｛３，４，

５｝）＋ｄ６２｝
＝ｍｉｎ｛６９＋９，５７＋３２，５３＋２７，５１＋２２｝ ＝ｍｉｎ｛７８，８９，８０，７３｝ ＝ ７３

则 ｐ４（２，｛３，４，５，６｝）＝ ６
ｆ４（３，｛２，４，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ３（２，｛４，５，６｝） ＋ｄ２３，ｆ３（４，｛２，５，６｝） ＋ｄ４３，ｆ３（５，｛２，４，６｝） ＋ｄ５３，ｆ３（６，｛２，４，

５｝）＋ｄ６３｝
＝ｍｉｎ｛７８＋１８，５３＋４，５９＋１１，６１＋１６｝ ＝ｍｉｎ｛９６，５７，７０，７７｝ ＝ ５７
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则 ｐ４（３，｛２，４，５，６｝）＝ ４
ｆ４（４，｛２，３，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ３（２，｛３，５，６｝） ＋ｄ２４，ｆ３（３，｛２，５，６｝） ＋ｄ３４，ｆ３（５，｛２，３，６｝） ＋ｄ５４，ｆ３（６，｛２，３，

５｝）＋ｄ６４｝
＝ｍｉｎ｛７０＋３０，５４＋１０，５５＋１０，５０＋２０｝ ＝ｍｉｎ｛１００，６４，６５，７０｝ ＝ ５９

则 ｐ４（４，｛２，３，５，６｝）＝ ３
ｆ４（５，｛２，３，４，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ３（２，｛３，４，６｝） ＋ｄ２５，ｆ３（３，｛２，４，６｝） ＋ｄ３５，ｆ３（４，｛２，３，６｝） ＋ｄ４５，ｆ３（６，｛２，３，

４｝）＋ｄ６５｝
＝ｍｉｎ｛６３＋２５，５５＋１０，５２＋８，４９＋１２｝ ＝ｍｉｎ｛８８，６５，６０，６１｝ ＝ ６０

则 ｐ４（５，｛２，３，４，６｝）＝ ４
ｆ４（６，｛２，３，４，５｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ３（２，｛３，４，５｝） ＋ｄ２６，ｆ３（３，｛２，４，５｝） ＋ｄ３６，ｆ３（４，｛２，３，５｝） ＋ｄ４６，ｆ３（５，｛２，３，

４｝）＋ｄ５６｝
＝ｍｉｎ｛５８＋２１，４９＋１５，４８＋１６，４１＋１８｝ ＝ｍｉｎ｛７９，６４，６４，５９｝ ＝ ５９

则 ｐ４（６，｛２，３，４，５｝）＝ ５
当 ｋ＝ ５时，即从 １城开始，中间经过五个城市，回到 １城的最短距离是：
ｆ５（１，｛２，３，４，５，６｝）＝ ｍｉｎ ｛ ｆ４（２，｛３，４，５，６｝） ＋ｄ２１，ｆ４（３，｛２，４，５，６｝） ＋ｄ３１，ｆ４（４，｛２，３，５，６｝） ＋ｄ４１，ｆ４

（５，｛２，３，４，６｝）＋ｄ５１，ｆ４（６，｛２，３，４，５｝）＋ｄ６１｝
＝ｍｉｎ｛７３＋１２，５７＋２３，５９＋３４，６０＋４５，５９＋５６｝
＝ｍｉｎ｛８５，８０，９３，１０５，１０５｝ ＝ ８０

则 ｐ５（１，｛２，３，４，５，６｝）＝ ３
综合前面的递推过程

Ｐ４（３，｛２，４，５，６｝）＝ ４
Ｐ３（４，｛２，５，６｝）＝ ５
Ｐ２（５，｛２，６｝）＝ ６
Ｐ１（６，｛２｝）＝ ２
由此可知推销员最短路线为：
１→２→６→５→４→３→１

最短总距离为 ８０（单位） ．
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第 １１章　 图与网络优化

１􀆰 了解图与树的基本概念．
２􀆰 掌握最小部分树的求法（避圈法和破圈法）
３􀆰 理解并掌握贝尔曼最优化原理及其在网络规划中的应用．
４􀆰 掌握网络最短路线问题及“Ｔ，Ｐ”标号法．
５􀆰 掌握网络最大流与最小割的概念及其求法．

１􀆰 最短路问题是图论中十分重要的最优化问题之一．他经常被用于解决生产实际中诸如管线铺
设、线路安排、工厂布局、设备更新等优化问题．
在最短路问题中，当 Ｄ中所有的权 ｗｉｊ≥０ 时，可以用 Ｄｉｊｋｓｔｒａ 算法求解最短路问题．Ｄｉｊｋｓｔｒａ 算法不

仅适用于赋权有向图 Ｄ，也运用于赋权无向图 Ｇ．
Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的基本思想为：采用 Ｔ标号和 Ｐ标号两种标号，其中 Ｔ（Ｔｅｍｐｏｒａｒｙ）为临时标号 Ｐ（Ｐｅｎ⁃

ｍａｎｅｎｔ）为永久性标点当给 ｖｉ 点一个标号时，表示从 ｖｓ 到 ｖｉ 点的最短路的权值，而且 ｖｉ 点的标号不再改
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变．若给 ｖｉ 点一个 Ｔ标点时，表示从 ｖｓ 到 ｖｉ 的估计最短路权值的上界，是一种临时标号．在 Ｄ 中凡没有
得到 Ｐ标号的点都有 Ｔ标号．算法每一步都把某一点的 Ｔ标号改为 Ｐ标号，当终点 ｖｔ 得到 Ｐ标号时，全
部计算结束．
具体计算步骤为：
（１） 给 ｖｓ 以 Ｐ标号（０，０），其余各点构给 Ｔ标点 ｃ ｊ ＝ ＋∞ ，ｋ ｊ ＝Ｍ（Ｍ表示 Ｄ中暂不含 ｖｓ 到 ｖ ｊ 的路） ．
（２） 若 ｖｋ 点为刚得到的 Ｐ标号，则选取所有与 ｖｋ 有关联的弧（ ｖｋ，ｖ ｊ）中的 ｖ ｊ 点，且 ｖ ｊ 点为 Ｔ 标号．

对 ｖ ｊ 点的标号中的 ｃ ｊ 进行如下更改：
ｃ ｊ ＝ｍｉｎ｛ ｌ ｊ，ｌｋ＋ｗｋｊ｝

若更改后的 ｃ ｊ ＝ ｃｋ＋ｗｋｊ，则修改 ｋ ｊ ＝ ｋ，否则 ｋ ｊ 不变．
（３） 比较所有具有 Ｔ标号的点 ｖ ｊ，把 ｌ ｊ 最小者改为 Ｐ标号，当存在两个以上者，可同时改为 Ｐ标号．

若全部点（若 Ｄ中从 Ｖｓ 到 Ｖ之间无路，则 Ｖ点除外）均为 Ｐ标号，则停止，否则转入（２） ．
２􀆰 最大流问题
寻求网络 Ｄ中从发点 Ｖｓ 到收点 Ｖｔ 的最大流的方法，一般采用 Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ标号法．该算法首先从

一个可行流 ｆ出发（若网络中没有给定 ｆ，则可以设 ｆ 是零流） ．将网络 Ｄ 中的所有点分为标号点和未标
号点，其中对于标号点又分为已检查和待检查两种．标号包含两部分：第一部分表明标号是从哪一点得
到，以便找出增广链．第二部分是为了确定增广链的调整量 θ．

Ｆｏｒｄ⁃Ｆｕｌｋｅｒｓｏｎ标号法的具体计算步骤如下：
（１） 给发点 ｖｓ 赋于标号（０，＋∞ ），ｖｓ 则为已标号待检查的点．
（２） 取一个已标号待检查的点 ｖｉ，对所有与 ｖｉ 相邻而未标号的点 ｖ ｊ ．
① 若在弧（ｖｉ，ｖ ｊ）上，ｆｉｊ＜ｃｉｊ，则 ｖ ｊ 标号（ｖｉ，ｌ（ｖ ｊ）） ．
其中 ｌ（ｖ ｊ）＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｖ ｊ），ｃｉｊ－ｆｉｊ｝ ．

若 ｆｉｊ ＝ ｃｉｊ，则不给 ｖ ｊ 标号．
② 若在弧（ｖ ｊ，ｖｉ）上，ｆ ｊｉ＞０，则给 ｖ ｊ 标号（－ｖｉ，ｌ（ｖ ｊ）） ．
其中 ｌ（ｖ ｊ）＝ ｍｉｎ｛ ｌ（ｖｉ），ｆ ｊｉ｝ ．

若 ｆ ｊｉ ＝ ０，则不给 ｖ ｊ 标号：
当所有与 ｖ ｊ 相邻而未标号的点 ｖ ｊ 都执行完上述过程后，ｖｉ 成为已标号并检查过的点．
（３） 重复（２）可能有两种结果：
① 收点 ｖｔ 被标号，表明得到一条从 ｖｓ 到 ｖｔ 的增广链 μ，则转入（４）；
② 若所有标号都已检查过，而标号过程进行不下去，则计算结束，得网络最大流．
（４） 取调数量 θ＝ ｌ（ｖｔ）　 （即 ｖｔ 标号的第 ２部分）

ｆ′ｉｊ ＝

ｆｉｊ＋θ（ｖｉ，ｖ ｊ）∈μ＋

ｆｉｊ－θ（ｖｉ，ｖ ｊ）∈μ－

ｆｉｊ（ｖｉ，ｖ ｊ）⋷μ

ì

î

í

ïï

ïï

删除原有标号，对新的可行流 ｆ′ｉｊ重新从（１）开始标号过程．

１１􀆰 １　 证明如下序列不可能是某个简单图的次的序列：
（１） ７，６，５，４，３，２．
（２） ６，６，５，４，３，２，１．
（３） ６，５，５，４，３，２，１．
【解】 　 （１） 由定理 １，图中所有点的次之和是边数的两倍，即
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∑
ｖ∈Ｖ

ｄ（ｖ） ＝ ２ｑ

而在此序列中

∑ｄ（ｖ） ＝ ７ ＋ ６ ＋ ５ ＋ ４ ＋ ２ ＝ ２７

为奇数，所以，此序列不可能为图的次的序列．
（２） 序列中奇点为 ５，３，１，个数为 ３个，因而，不可能为图的次的序列．
（３） 对于 ７顶点的图，由题意，依次假设为
ｄ（ｖ１）＝ ６，　 ｄ（ｖ２）＝ ５，　 ｄ（ｖ３）＝ ５
ｄ（ｖ４）＝ ４，　 ｄ（ｖ５）＝ ３，　 ｄ（ｖ６）＝ ２，　 ｄ（ｖ７）＝ １

并假定 Ｇ为简单图，则 ｖ１存在与其他 ６个点的联线（包括与 ｖ７）ｖ２与 ｖ１间存在边 ｅ１２，而 ｖ７的次为 １，所以
必不与 ｖ７外的其他点相连，因而，ｖ２与除 ｖ１，ｖ７外的 ４点间各有一连线．
假设 Ｇ（Ｖ，Ｅ）为简单图，则余下的 ｖ３，ｖ４，ｖ５，ｖ６中任一点与 ｖ１，ｖ２都存在连线，与 ｖ７之间不存在边．而

由 ｄ（ｖ３）＝ ５，则 ｖ３必与除 ｖ７外的每一点都有连线．
由上推论，ｖ４，ｖ５，ｖ６都同时与 ｖ１，ｖ２，ｖ３相连，即 ｖ４，ｖ５，ｖ６的次至少是 ３，这与 ｄ（ｖ６）＝ ２相矛盾．
故假设不成立，该图中可能有环或多重边非简单图的次的序列．
１１􀆰 ２　 已知九个人 ｖ１、ｖ２、…、ｖ９中 ｖ１和两人握过手，ｖ２、ｖ３各和四个人握过手，ｖ４、ｖ５、ｖ６、ｖ７各和五个人

握过手，ｖ８、ｖ９各和六个人握过手，证明这九个人中一定可以找出三人互相握过手．
【解】 　 设 ９个人为 ９个点，则该问题可表述为 ９个点的简单图问题，不存在重复边及环，则根据题

意知

ｄ（ｖ１）＝ ２，　 ｄ（ｖ２）＝ ｄ（ｖ３）＝ ４
ｄ（ｖ４）＝ ｄ（ｖ５）＝ ｄ（ｖ６）＝ ｄ（ｖ７）＝ ５，　 ｄ（ｖ８）＝ ｄ（ｖ９）＝ ６

由 ｄ（ｖ９）＝ ６，则 ｖ４，ｖ５，ｖ６，ｖ７中至少有两点存在与 ｖ９的连线．
设该点为 ｖ４与 ｖ５，假设 ｖ４和 ｖ８相联的其他 ５点之间无边，则 ｄ（ｖ４）≤８－５＝ ３，与已知 ｄ（ ｖ４）＝ ５相矛

盾．
故假设不成立，即 ｖ４与上述 ５点间必存在至少两条边，设其中一点为 ｖｋ，则 ｖｋ，ｖ４，ｖ８两两相连，即存

在 ３人互相握过手，如图 １１ １．

图 １１ １

１１􀆰 ３　 用破圈法和避圈法找出图 １１ ２的一个支撑树．

图 １１ ２
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【解】 　 （１） 破圈法
根据破圈法的基本原理，去掉（在边上用“ ／ ”表示）
① 取圈（ｖ１，ｖ２，ｖ３），去掉边 ｅ２ ．
② 取圈（ｖ１，ｖ２，ｖ５），去掉边 ｅ７ ．
③ 取圈（ｖ２，ｖ３，ｖ４），去掉边 ｅ３ ．
④ 取圈（ｖ２，ｖ４，ｖ５），去掉边 ｅ５ ．

图 １１ ３

⑤ 取圈（ｖ４，ｖ５，ｖ６），去掉边 ｅ１０ ．
⑥ 取圈（ｖ８，ｖ９，ｖ１０），去掉边 ｅ１４ ．
得到一个支撑树如图 １１ ４所示．

图 １１ ４

（２） 避圈法
① 任取一条边 ｅ１，找一条与 ｅ１不构成圈的边 ｅ４ ．
② 找一条与｛ｅ１，ｅ４｝不构成圈的边 ｅ６ ．
③ 找一条与｛ｅ１，ｅ４，ｅ６｝不构成圈的边 ｅ８ ．
④ 找一条与｛ｅ１，ｅ４，ｅ６，ｅ８｝不构成圈的边 ｅ９ ．
⑤ 找一条与｛ｅ１，ｅ４，ｅ６，ｅ８，ｅ９｝不构成圈的边 ｅ１１ ．
⑥ 找一条与｛ｅ１，ｅ４，ｅ６，ｅ８，ｅ９，ｅ１１｝不构成圈的边 ｅ１２ ．
⑦ 找一条与｛ｅ１，ｅ４，ｅ６，ｅ８，ｅ９，ｅ１１，ｅ１２｝不构成圈的边 ｅ１５ ．
⑧ 找一条与｛ｅ１，ｅ４，ｅ６，ｅ８，ｅ９，ｅ１１，ｅ１２，ｅ１５｝不构成圈的边 ｅ１４ ．
⑨ 得到一个支撑树｛ｅ１，ｅ４，ｅ６，ｅ８，ｅ９，ｅ１１，ｅ１２，ｅ１５，ｅ１４｝
如图 １１ ５所示．

图 １１ ５

１１􀆰 ４　 用破圈法和避圈法求图 １１ ６中各图的最小树．

图 １ ６



　 ２０４　　 运筹学全程学习指导与习题精解



第 １１章　 图与网络优化 ２０５　　 　

　 　 【解】 　 （ａ） 给图中的点和边分别加上名称，如图 １１ ７．

图 １１ ７

（Ⅰ） 避圈法的方法为：开始选一条最小权的边，以后每步中，总从未被选取的边上选一条权最小的
边，并使之与已选取的边不构成圈（每一步中，如果有两条或两条以上的边都是权最小的边，则从中任
选一条） ．
按照此方法，算法步骤如下，○ｉ 表示第 ｉ次的选取．

图 １１ ８

则以｛ｅ１３，ｅ１５，ｅ３，ｅ９，ｅ１０，ｅ５，ｅ１７｝构成的图正好就是一个支撑树．
支撑树的权为：
１＋１＋２＋２＋３＋３＋４＝ １６

对应的最小树如图 １１ ９所示．

图 １１ ９

（Ⅱ） 破圈法的基本方法为：任取一个圈，从圈中去掉一条权最大的边．（如果两条或两条以上的边
都是权最大的边，则去掉任意其中一条），在余下的图中，重复这个步骤，一直得到一个不含圈的图为
止，这时的图便是最小树．
按照上述方法，去边的具体过程如图 １１ １０所示．

图 １１ １０

其中○ｉ 表示第 ｉ次进行删除的边．
得到最小树如图 １１ １１所示．
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图 １１ １１

　 　 （ｂ） 给（ｂ）中的点和边加上名称分别为 ｖｉ，ｅｉ，如图 １１ １２所示．

图 １１ １２

（Ⅰ） 避圈法：依次找不构成圈的最小边，寻找过程如图 １１ １３所示．

图 １１ １３

则由｛ｅ３，ｅ４，ｅ５，ｅ９，ｅ８，ｅ２｝构成最小支撑树，如图 １１ １４所示．

图 １１ １４

树的权重为：
１＋１＋２＋２＋３＋２＝ １１
（Ⅱ） 破圈法：本质为依次从所构成的圈中去除最大边，去除过程如图 １１ １５所示．

图 １１ １５

最后剩下的边｛ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ５，ｅ８，ｅ９｝所构成的图为最小支撑树图
总权重为：
１＋１＋２＋２＋２＋３＝ １１
（ｃ） 给（ｃ）中的点和边加上名称分别为 ｖｉ，ｅｉ，如图 １１ １６所示．
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图 １１ １６

　 　 （Ⅰ） 避圈法，寻找最小边的过程如图 １１ １７所示．

图 １１ １７

则由｛ｅ６，ｅ５，ｅ２，ｅ４，ｅ８，ｅ９，ｅ１０，ｅ１１，ｅ１５｝构成最小支撑树．
如图 １１ １８所示．

图 １１ １８

总权重为：
１＋２＋２＋２＋３＋３＋２＋２＋２＝ １９
（Ⅱ） 破圈法，去除边的过程如图 １１ １９所示．

图 １１ １９

最后剩下｛ｅ１，ｅ２，ｅ５，ｅ６，ｅ８，ｅ９，ｅ１０，ｅ１１，ｅ１５｝构成最小支撑树．
如图 １１ ２０所示．

图 １１ ２０

总权重为：
２＋２＋２＋３＋１＋２＋３＋２＋２＝ １９
（ｄ） 给（ｄ）中的点和边加上名称分别为 ｖｉ，ｅｉ，如图 １１ ２１所示．
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图 １１ ２１

　 　 （Ⅰ） 避圈法：
寻找最小边的过程如图 １１ ２２所示．

图 １１ ２２

最后找出｛ｅ７，ｅ６，ｅ１，ｅ８，ｅ２，ｅ１０｝构成最小支撑树．
如图 １１ ２３所示：
总权重为：
ｗ（Ｔ）＝ ３＋４＋４＋２＋１＋３＝ １７

图 １１ ２３

（Ⅱ） 破圈法，去除图中最大边的过程如图 １１ ２４所示．

图 １１ ２４

最后剩下的｛ｅ１，ｅ２，ｅ１０，ｅ６，ｅ７，ｅ８｝所构成最小支撑树如图 １１ ２５所示．

图 １１ ２５



第 １１章　 图与网络优化 ２０９　　 　

总权重为：
ｗ（Ｔ）＝ ３＋４＋４＋２＋１＋３＝ １７
１１􀆰 ５　 已知世界六大城市：
（Ｐｅ），（Ｎ），（Ｐａ），（Ｌ），（Ｔ），（Ｍ）试在由下表所示交通网络的数据中确定最小树．

Ｐｅ Ｔ Ｐａ Ｍ Ｎ Ｌ
Ｐｅ × １３ ５１ ７７ ６８ ５０
Ｔ １３ × ６０ ７０ ６７ ５９
Ｐａ ５１ ６０ × ５７ ３６ ２
Ｍ ７７ ７０ ５７ × ２０ ５５
Ｎ ６８ ６７ ３６ ２０ × ３４
Ｌ ５０ ５９ ２ ５５ ３４ ×

　 　 【解】 　 把题设中的表用图表示如下：

图 １１ ２６

采用避圈法，寻找最小边的过程如图 １１ ２７所示．

图 １１ ２７

最后找到｛［Ｌ，ｐａ］，［Ｐ ｌ，Ｔ］，［Ｐ ｌ，Ｌ］，［Ｌ，Ｎ］，［Ｎ，Ｍ］｝
构成最小支撑树如图 １１ ２８所示．

图 １１ ２８

总权重为：
ｗ（Ｔ）＝ ２＋１３＋５０＋３４＋２０＝ １１９
１１􀆰 ６　 有九个城市，ｖ１，ｖ２，…，ｖ９，其公路网如图 １１ ２９所示．弧旁数字是该段公路的长度，有一批货

物从 ｖ１运到 ｖ９，问走那条路最短．
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图 １１ ２９

　 　 【解】 　 最短路线问题的一般提法是：欲寻找网络中从起点 ｖ１到终点 ｖｎ 的最短路线，即寻求连接这
两点的边的总长度为最小的通路，最短路线中的网络大都是有向网络，也可以是无向网络．
以 ｌｉｊ表示 ｖｉ 到 ｖ ｊ 的弧上的距离权，则可以写出网络的距离矩阵 Ｌ ＝ （ ｌｉｊ），其中若 ｖｉ 到 ｖ ｊ 没有弧，则

ｌｉｊ ＝∞ ，若网络为无向网络，则 Ｌ成为一个对称矩阵．
则最短路可以这样描述：要找从 ｖ１到 ｖｎ 的通路 μ，使全长为最短，即

ｍｉｎ Ｌ（μ） ＝ ∑
ｅ
ｉｊ
∈μ
ｌｉｊ

其中 Ｌ（μ）为沿着通路 μ从 ｖ１到 ｖｎ 的距离，ｌｉｊ为 ｖｉ 到 ｖ ｊ 的弧的长度．
由题设：

　 ｖ１ 　 ｖ２ 　 ｖ３ 　 ｖ４ 　 ｖ５ 　 ｖ６ 　 ｖ７ 　 ｖ８ 　 ｖ９

Ｌ＝

ｖ１
ｖ２
ｖ３
ｖ４
ｖ５
ｖ６
ｖ７
ｖ８
ｖ９

０ ３ ∞ ４ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ０ ３ ∞ ２ ３ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ０ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ５
∞ ∞ ∞ ０ ∞ ∞ ３ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ０ ３ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ０ １ ∞ ２􀆰 ５
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ０ ２ ２
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ０ ４
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｖ ｊ ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７ ｖ８ ｖ９

初始值 Ｔ（　 　 ） ｛０｝ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

第一次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ０＋３ ０＋∞ ０＋４ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞

Ｔ（　 　 ） ｛３｝ ∞ ４ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

第二次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ３＋３ ３＋∞ ３＋２ ３＋３ ３＋∞ ３＋∞ ３＋∞

Ｔ（　 　 ） ６ ｛４｝ ５ ６ ∞ ∞ ∞

第三次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ４＋∞ ４＋∞ ４＋∞ ４＋３ ４＋∞ ４＋∞

Ｔ（　 　 ） ６ ｛５｝ ６ ７ ∞ ∞
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第四次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ５＋∞ ５＋３ ５＋∞ ５＋∞ ５＋∞

Ｔ（　 　 ） ｛６｝ ６ ７ ∞ ∞
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续表

第五次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ６＋∞ ６＋∞ ６＋∞ ６＋５

Ｔ（　 　 ） ｛６｝ ７ ∞ １１

第六次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ ｉｊ ６＋１ ６＋∞ ６＋２􀆰 ５

Ｔ（　 　 ） ｛７｝ ∞ ８􀆰 ５

第七次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ７＋２ ７＋２

Ｔ（　 　 ） ９ ｛８􀆰 ５｝

其中表中第 １行是初始值 Ｔ（ｖ ｊ），｛　 ｝表示 Ｐ（ｖｉ） ．
以后的 Ｐ（　 ）＋ｌｉｊ行是由上一行中｛　 ｝中的 Ｐ（ｖｉ）与 ｌｉｊ的和，Ｔ（ 　 ）行是由上两行中对应列的元素

中取最小的一个，相当于：
Ｔ（ｖ ｊ）＝ ｍｉｎ｛Ｔ（ｖ ｊ），Ｐ（ｖｉ）＋ｌｉｊ｝

每次迭代在 Ｔ（ｖ ｊ）行选最小的，用｛ ｝表示 Ｐ（ｖｋ），以后对应的列不再进行计算，相当于从Ｓ中去掉．
根据上面的迭代，得
ｖ１到 ｖ９的最短路为（ｖ１，ｖ２，ｖ６，ｖ９）
其分解为

８􀆰 ５＝ ６＋２􀆰 ５＝ ３＋３＋２􀆰 ５＝（ｖ１，ｖ２）＋（ｖ２，ｖ６）＋（ｖ６，ｖ９）
总权值为 ８􀆰 ５

１１􀆰 ７　 用 Ｄｉｊｋｓｔｒａ方法求图 １１ ３０中从 ｖ１到各点的最短路．

图 １１ ３０

【解】 　 用 Ｄｉｊｋｓｔｒａ方法的计算步骤如下：
距离矩阵 Ｌ＝（ ｌｉｊ）为

　 　 ｖ１ 　 ｖ２ 　 ｖ３ 　 ｖ４ 　 ｖ５ 　 ｖ６ 　 ｖ７ 　 ｖ８ 　 ｖ９ 　 ｖ１０ 　 ｖ１１

Ｌ＝

ｖ１
ｖ２
ｖ３
ｖ４
ｖ５
ｖ６
ｖ７
ｖ８
ｖ９
ｖ１０
ｖ１１

０ ２ １ ８ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ０ ∞ ６ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ０ ∞ ∞ ∞ ９ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ７ ０ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞∞
∞ ∞ ∞ ５ ０ ∞ ∞ ∞ １ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ３ ０ ４ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ０ ∞ ∞ １ ∞
∞ ２ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ０ ∞ ∞ ９
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ６ ∞ ∞ ０ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ０ ４
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ２ ∞ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
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Ｖｊ ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｖ７ ｖ８ ｖ９ ｖ１０ ｖ１１

初始值 Ｔ（　 　 ） ｛０｝ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

第一次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ０＋２ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞

Ｔ（　 　 ） ｛２｝ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

第二次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ２＋∞ ２＋６ ２＋１ ２＋∞ ２＋∞ ２＋∞ ２＋∞ ２＋∞ ２＋∞

Ｔ（　 　 ） ∞ ８ ｛３｝ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

第三次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ３＋∞ ３＋５ ３＋∞ ３＋∞ ３＋∞ ３＋１ ３＋∞ ３＋∞

Ｔ（　 　 ） ∞ ８ ∞ ∞ ∞ ｛４｝ ∞ ∞

第四次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ４＋∞ ４＋∞ ４＋６ ４＋∞ ４＋７ ４＋∞ ４＋∞

Ｔ（　 　 ） ∞ ８ ｛１０｝ ∞ １１ ∞ ∞

第五次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ １０＋∞ １０＋４ １０＋∞ １０＋∞ １０＋∞ １０＋∞

Ｔ（　 　 ） ∞ ｛８｝ ∞ １１ ∞ ∞

第六次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ ｉｊ ８＋７ ８＋∞ ８＋∞ ８＋∞ ８＋∞

Ｔ（　 　 ） ｛１５｝ １０ １１ ∞ ∞

第七次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ １５＋９ １５＋∞ １５＋∞ １５＋∞

Ｔ（　 　 ） ｛１４｝ １１ ∞ ∞

第八次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ ｉｊ １４＋∞ １４＋１ １０＋∞

Ｔ（　 　 ） ｛１１｝ １５ ∞

第九次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ ｉｊ １１＋∞ １１＋９

Ｔ（　 　 ） ｛１５｝ ２０

第十次
迭代

Ｐ（　 　 ）＋ ｉｊ １５＋４

Ｔ（　 　 ） ｛１９｝

由上表的迭代过程可得：
ｓｑ ＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ９，ｖ４，ｖ６，ｖ８，ｖ７，ｖ３，ｖ１０，ｖ１１｝
ｄ（ｖ１，ｖ２）＝ ２，最短路：（ｖ１，ｖ２）；
ｄ（ｖ１，ｖ５）＝ ３，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ５）；
ｄ（ｖ１，ｖ９）＝ ４，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ９）；
ｄ（ｖ１，ｖ７）＝ １４，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ９，ｖ６，ｖ７）；
ｄ（ｖ１，ｖ８）＝ １１，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ９，ｖ８）；
ｄ（ｖ１，ｖ４）＝ ８，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ４）或（ｖ１，ｖ４）；
ｄ（ｖ１，ｖ６）＝ １０，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ９，ｖ６）；
ｄ（ｖ１，ｖ３）＝ １５，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ４，ｖ３）或（ｖ１，ｖ４，ｖ３）；
ｄ（ｖ１，ｖ１０）＝ １５，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ９，ｖ６，ｖ７，ｖ１０）；
ｄ（ｖ１，ｖ１１）＝ １９，最短路：（ｖ１，ｖ２，ｖ５，ｖ９，ｖ６，ｖ７，ｖ１０，ｖ１１） ．
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　 　 １１􀆰 ８　 求图 １１ ３１中从 ｖ１到各点的最短路．

图 １１ ３１

【解】 　 当赋权有向图 Ｄ中，存在具有负权的弧时，求最短路的方法如下：
不妨设从任一点 ｖｉ 到任一个点 ｖ ｊ 都有一条弧．（如果在 Ｄ中，（ｖｉ，ｖ ｊ）∉Ａ，则添加弧（ｖｉ，ｖ ｊ），令 ｗｉｊ

＝ ＋
∞ ）
显然，从 ｖｓ 到 ｖ ｊ 的最短路总是从 ｖｓ 出发，沿着一条路到某个点 ｖｉ，再沿（ｖｉ，ｖ ｊ）到 ｊ的（这里 ｖｉ 可以

是 ｖｓ 本身），从 ｖｓ 到 ｖｉ 的这条路必定是从 ｖｓ 到 ｖ ｊ 的最短路，所以 ｄ（ｖｓ，ｖ ｊ）必满足如下方程．
ｄ（ｖｓ，ｖ ｊ）＝ ｍｉｎ

ｉ
｛ｄ（ｖｓ，ｖｉ）＋ｗｉｊ｝

为了求得这个方程的解，ｄ（ｖｓ，ｖ１），ｄ（ｖｓ，ｖ２），…，ｄ（ｖｓ，ｖｐ）（这里 ｐ＝ ｐ（０）），可用如下递推公式：
开始时，令
ｄ（１）（ｖｓ，ｖ ｊ）＝ ｗｓ

ｊ
　 （ ｊ＝ １，２，…ｐ）

对 ｔ＝ ２，３，…
ｄ（ ｔ）（ｖｓ，ｖ ｊ）＝ ｍｉｎ

ｉ
｛ｄ（ ｔ－１）（ｖｓ，ｖｉ）＋ｗｉｊ｝　 （ ｊ＝ １，２，…，ｐ）

若进行到某一步，例如第 ｋ步时，对所求 ｊ＝ １，２，…，ｐ，有
ｄ（ｋ）（ｖｓ，ｖ ｊ）＝ ｄ（ｋ－１）（ｖｓ，ｖ ｊ）

则｛ｄ（ｋ）（ｖｓ，ｖ ｊ）｝ ｊ＝ １，２，…，ｐ，即为 ｖｓ 到各点的最短路的权．

ｗｉｊ ｄ（ ｔ）（ｖｉ，ｖ ｊ）

ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６ ｔ＝ １ ｔ＝ ２ ｔ＝ ３ ｔ＝ ４

ｖ１ ０ １ １ ２ ∞ ∞ ０ ０ ０ ０

ｖ２ ∞ ０ ３ ４ ∞ ∞ １ １ １ １

ｖ３ ０ －２ ０ ５ ２ ∞ ∞ ４ １ １

ｖ４ ∞ ４ ∞ ０ －３ ∞ ２ ２ ２ ２

ｖ５ ∞ ∞ ２ ３ ０ ∞ ∞ －１ －１ －１

ｖ６ ∞ ∞ ２ ∞ ２ ０ ∞

　 　 根据下面计算把计算结果填入上表．
当 ｔ＝ １
ｄ（１）（ｗ１，ｖ１）＝ ｗ１１

＝ ０，　 ｄ（１）（ｖ１，ｗ２）＝ ｗ１２
＝ １

ｄ（１）（ｖ１，ｖ３）＝ ｗ１３
＝ ＋∞ ，　 ｄ（１）（ｖ１，ｖ４）＝ ｗ１４

＝ ２
ｄ（１）（ｖ１，ｖ５）＝ ｗ１５

＝ ＋∞ ，　 ｄ（１）（ｖ１，ｖ６）＝ ｗ１６
＝ ＋∞

当 ｔ＝ ２
ｄ（２）（ｖ１，ｖ１）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（１）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１１，ｄ

（１）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２１，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３１，ｄ

（１）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４１，
ｄ（１）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５１，ｄ

（１）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６１｝
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＝ｍｉｎ｛０＋０，１＋∞ ，∞ ＋∞ ，２＋∞ ，∞ ＋∞ ，∞ ＋∞ ｝
＝ｍｉｎ｛０，∞ ，∞ ，∞ ，∞ ，∞ ｝
＝ ０

ｄ（２）（ｖ１，ｖ２）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（１）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１２，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２２，ｄ

（１）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３２，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４２，

ｄ（１）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５２，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６２｝

＝ｍｉｎ｛０＋１，１＋０，∞ －２，２＋４，∞ ＋∞ ，∞ ＋∞ ｝
＝ｍｉｎ｛１，１，∞ ，６，∞ ，∞ ｝
＝ １

ｄ（２）（ｖ１，ｖ３）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（１）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１３，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２３，ｄ

（１）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３３，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４３，

ｄ（１）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５３，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６３｝

＝ｍｉｎ｛０＋∞ ，１＋３，∞ ＋０，２＋∞ ，∞ ＋２，∞ ＋２｝
＝ｍｉｎ｛∞ ，４，∞ ，∞ ，∞ ，∞ ｝
＝ ４

ｄ（２）（ｖ１，ｖ４）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（１）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１４，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２４，ｄ

（１）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３４，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４４，

ｄ（１）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５４，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６４｝

＝ｍｉｎ｛０＋２，１＋４，∞ ＋５，２＋０，∞ ＋３，∞ ＋∞ ｝
＝ｍｉｎ｛２，５，∞ ，２，∞ ，∞ ｝
＝ ２

ｄ（２）（ｖ１，ｖ５）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（１）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１５，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２５，ｄ

（１）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３５，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４５，

ｄ（１）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５５，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６５｝

＝ｍｉｎ｛０＋∞ ，１＋∞ ，∞ ＋１，２－３，∞ ＋０，∞ ＋２｝
＝ｍｉｎ｛∞ ，∞ ，∞ ，－１，∞ ，∞ ｝
＝－１

ｄ（２）（ｖ１，ｖ６）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（１）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１６，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２６，ｄ

（１）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３６，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４６，

ｄ（１）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５６，ｄ
（１）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６６｝

＝ｍｉｎ｛０＋∞ ，１＋∞ ，∞ ＋∞ ，２＋∞ ，∞ ＋∞ ，∞ ＋∞ ｝
＝ｍｉｎ｛∞ ，∞ ，∞ ，∞ ，∞ ，∞ ｝
＝∞

当 ｔ＝ ３
ｄ（３）（ｖ１，ｖ１）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（２）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１１，ｄ

（２）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２１，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３１，ｄ

（２）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４１，
ｄ（２）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５１，ｄ

（２）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６１｝
＝ｍｉｎ｛０＋０，１＋∞ ，４＋∞ ，２＋∞ ，－１＋∞ ，∞ ＋∞ ｝
＝ｍｉｎ｛０，∞ ，∞ ，∞ ，∞ ，∞ ｝
＝ ０

ｄ（３）（ｖ１，ｖ２）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（２）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１２，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２２，ｄ

（２）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３２，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４２，

ｄ（２）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５２，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６２｝

＝ｍｉｎ｛０＋１，１＋∞ ，４－２，２＋４，－１＋∞ ，∞ ＋∞ ｝
＝ｍｉｎ｛１，∞ ，２，６，∞ ，∞ ｝
＝ １

ｄ（３）（ｖ１，ｖ３）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（２）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１３，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２３，ｄ

（２）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３３，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４３，

ｄ（２）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５３，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６３｝

＝ｍｉｎ｛０＋∞ ，１＋３，４＋０，２＋∞ ，－１＋２，∞ ＋２｝
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＝ｍｉｎ｛∞ ，４，４，∞ ，１，∞ ｝
＝ １

ｄ（３）（ｖ１，ｖ４）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（２）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１４，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２４，ｄ

（２）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３４，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４４，

ｄ（２）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５４，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６４｝

＝ｍｉｎ｛０＋２，１＋４，４＋５，２＋０，－１＋３，∞ ＋∞ ｝
＝ｍｉｎ｛２，５，９，２，２，∞ ｝
＝ ２

ｄ（３）（ｖ１，ｖ５）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（２）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１５，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２５，ｄ

（２）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３５，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４５，

ｄ（２）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５５，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６５｝

＝ｍｉｎ｛０＋∞ ，１＋∞ ，４＋１，２－３，－１＋０，∞ ＋２｝
＝ｍｉｎ｛∞ ，∞ ，５，－１，－１，∞ ｝
＝－１

ｄ（３）（ｖ１，ｖ６）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（２）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１６，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２６，ｄ

（２）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３６，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４６，

ｄ（２）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５６，ｄ
（２）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６６｝

＝ｍｉｎ｛０＋∞ ，１＋∞ ，４＋∞ ，２＋∞ ，－１＋∞ ，∞ ＋∞ ｝
＝＋∞

当 ｔ＝ ４
ｄ（２）（ｖ１，ｖ１）＝ ｄ（３）（ｖ１，ｖ１）＝ ０
ｄ（２）（ｖ１，ｖ２）＝ ｄ（３）（ｖ１，ｖ２）＝ １
ｄ（２）（ｖ１，ｖ５）＝ ｄ（３）（ｖ１，ｖ５）＝ －１，
ｄ（２）（ｖ１，ｖ６）＝ ｄ（３）（ｖ１，ｖ６）＝ ＋∞

即 ｖ１到 ｖ１的距离为 ０，ｖ１到 ｖ２的距离为 １，ｖ１到 ｖ５的距离为－１，ｖ１到 ｖ６的距离为＋∞ ，只要继续计算ｄ（４）（ｖ１，
ｖ３），ｄ

４（ｖ１，ｖ４）
ｄ（４）（ｖ１，ｖ３）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（３）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１３，ｄ

（３）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２３，ｄ
（３）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３３，ｄ

（３）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４３，
ｄ（３）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５３，ｄ

（３）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６３｝
＝ｍｉｎ｛０＋∞ ，１＋３，１＋０，－１＋∞ ，－１＋２，∞ ＋２｝
＝ｍｉｎ｛∞ ，４，１，∞ ，１，∞ ｝
＝ １

ｄ（４）（ｖ１，ｖ４）＝ ｍｉｎ ｛ｄ（３）（ｖ１，ｖ１）＋ｗ１４，ｄ
（３）（ｖ１，ｖ２）＋ｗ２４，ｄ

（３）（ｖ１，ｖ３）＋ｗ３４，ｄ
（３）（ｖ１，ｖ４）＋ｗ４４，

ｄ（３）（ｖ１，ｖ５）＋ｗ５４，ｄ
（３）（ｖ１，ｖ６）＋ｗ６４｝

＝ｍｉｎ｛０＋２，１＋４，１＋５，２＋０，－１＋３，∞ ＋∞ ｝
＝ｍｉｎ｛２，５，６，２，２，∞ ｝
＝ ２

由

ｄ（３）（ｖ１，ｖ３）＝ ｄ（４）（ｖ１，ｖ３）＝ １
ｄ（３）（ｖ１，ｖ４）＝ ｄ（４）（ｖ１，ｖ４）＝ ２

故 ｖ１到 ｖ３的距离为 １，ｖ１到 ｖ４的距离为 ２．综上所得：
ｄ（ｖ１，ｖ２）＝ １，　 ｄ（ｖ１，ｖ３）＝ １，　 ｄ（ｖ１，ｖ４）＝ ２，ｄ（ｖ１，ｖ５）＝ －１，　 ｄ（ｖ１，ｖ６）＝ ＋∞
１１􀆰 ９　 在图 １１ ３２中，（１）用 Ｄｉｊｋｓｔｒａ方法求从 ｖ１到各点的最短路；（２） 指出对 ｖ１ 来说那些顶点是

不可到达的．
【解】 　 （１） 首先设
Ｐ（ｖ１）＝ ０，　 Ｔ（ｖ ｊ）＝ ＋∞ 　 （ ｊ＝ ２，３，…，８）
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图 １１ ３２

第 １步
ｖ１已经 Ｐ标号，（ｖ１，ｖ２），（ｖ１，ｖ５），（ｖ１，ｖ７）∈Ａ
Ｔ′（ｖ２）＝ Ｐ（ｖ１）＋ｗ１２

＝ ０＋４＝ ４
由 Ｔ′（ｖ２）＜Ｔ（ｖ２）

则 Ｔ（ｖ２）＝ ４
Ｔ′（ｖ５）＝ Ｐ（ｖ１）＋ｗ１５

＝ ０＋１＝ １
由 Ｔ′（５）＝ Ｔ（ｖ５）

则 Ｔ（ｖ５）＝ １
Ｔ′（ｖ７）＝ Ｐ（ｖ１）＋ｗ１７

＝ ０＋３＝ ３
由 Ｔ′（ｖ７）＜Ｔ（ｖ７）

则 Ｔ（ｖ７）＝ ３
则 ｍｉｎ｛Ｔ（ｖ２），Ｔ（ｖ５），Ｔ（ｖ７）｝ ＝ｍｉｎ｛４，１，３｝ ＝ １
于是，有 Ｐ（ｖ５）＝ １
第 ２步，ｖ５已标号，由（ｖ５，ｖ６）∈Ａ
Ｔ′（ｖ６）＝ Ｐ（ｖ５）＋ｗ５６

＝ １＋６＝ ７
因 Ｔ′（ｖ６）＜Ｔ（ｖ６）

则 Ｔ（ｖ６）＝ ７
ｍｉｎ｛Ｔ（ｖ２），Ｔ（ｖ７），Ｔ（ｖ６）｝ ＝ ３

故 Ｐ（ｖ７）＝ ３
第 ３步，对于已 Ｐ标号的 ｖ７
ｍｉｎ｛Ｔ（ｖ２），Ｔ（ｖ６）｝ ＝ ４

故 Ｐ（ｖ２）＝ ４
第 ４步，对于已 Ｐ标号的 ｖ２，则
Ｐ（ｖ６）＝ ７
第 ５步，已 Ｐ标号的 ｖ６，（ｖ６，ｖ８）∈Ａ
Ｔ′（ｖ８）＝ Ｐ（ｖ６）＋ｗ６８

＝ ７＋３＝ １０
由于 Ｔ′（ｖ８）＜Ｔ（ｖ８）

故 Ｔ（ｖ８）＝ １０，　 ｍｉｎ｛Ｔ（ｖ８）｝ ＝ １０
故 Ｐ（ｖ８）＝ １０
第 ６步，已 Ｐ标号 ｖ８，（ｖ８，ｖ ｊ）∉Ａ，ｊ∈其他剩余点．故
ｄ（ｖ１，ｖ２）＝ ４，　 ｄ（ｖ１，ｖ７）＝ ３，　 ｄ（ｖ１，ｖ５）＝ １，
ｄ（ｖ１，ｖ６）＝ ７，ｄ（ｖ１，ｖ８）＝ １０．
（２） ｖ１不能到达 ｖ３和 ｖ４ ．
１１􀆰 １０　 求图 １１ ３３中从任意一点到另外任意一点的最短路．

图 １１ ３３
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【解】 　 （１） 从 ｖ１始发求最短路．

ｖ ｊ ｖ１ ｖ２ ｖ３ ｖ４ ｖ５ ｖ６

初始值 Ｔ（　 　 ） ｛０｝ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

第一次迭代
Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ０＋１ ０＋２ ０＋∞ ０＋∞ ０＋∞

Ｔ（　 　 ） ｛１｝ ２ ∞ ∞ ∞

第二次迭代
Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ １＋３ １＋３ １＋∞ １＋７

Ｔ（　 　 ） ｛２｝ ４ ∞ ８

第三次迭代
Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ２＋２ ２＋２ ２＋∞

Ｔ（　 　 ） ｛４｝ ４ ８

第四次迭代
Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ４＋∞ ４＋３

Ｔ（　 　 ） ｛４｝ ７

第五次迭代
Ｐ（　 　 ）＋ｌｉｊ ４＋６

Ｔ（　 　 ） ｛７｝

由上计算过程可知

ｄ（ｖ１，ｖ２）＝ １，最短路为（ｖ１，ｖ２） ．
ｄ（ｖ１，ｖ３）＝ ２，最短路为（ｖ１，ｖ３） ．
ｄ（ｖ１，ｖ４）＝ ４，最短路为（ｖ１，ｖ３，ｖ４）或（ｖ１，ｖ２，ｖ４） ．
ｄ（ｖ１，ｖ５）＝ ４，最短路为（ｖ１，ｖ３，ｖ５） ．
ｄ（ｖ１，ｖ６）＝ ７，最短路为（ｖ１，ｖ２，ｖ４，ｖ６） ．
（２） ｖ２为出发点，
ｄ（ｖ２，ｖ３）＝ ３，最短路为（ｖ２，ｖ３） ．
ｄ（ｖ２，ｖ４）＝ ３，最短路为（ｖ２，ｖ４） ．
ｄ（ｖ２，ｖ５）＝ ５，最短路为（ｖ２，ｖ３，ｖ５） ．
ｄ（ｖ２，ｖ６）＝ ６，最短路为（ｖ２，ｖ４，ｖ６） ．

ｖ１为不可到达点．
（３） 以 ｖ３为始发点，
ｄ（ｖ３，ｖ４）＝ ２，最短路为（ｖ３，ｖ４） ．
ｄ（ｖ３，ｖ５）＝ ２，最短路为（ｖ３，ｖ５） ．
ｄ（ｖ３，ｖ６）＝ ５，最短路为（ｖ３，ｖ４，ｖ６） ．

ｖ１，ｖ２均为不可到达点．
（４） 以 ｖ４为始发点，只有一条路 ｄ（ｖ４，ｖ６），且 ｄ（ｖ４，ｖ６）＝ ３．

其余均为不可到达点．
（５） 以 ｖ５为始发点，只有路（ｖ５，ｖ６），且 ｄ（ｖ５，ｖ６）＝ ６．
（６） 以 ｖ６为始发点，则无路．

图 １１ ３４

１１􀆰 １１　 在如图 １１ ３４所示的网络中，每弧旁的数字是（ ｃｉｊ，
ｆｉｊ） ．

（１） 确定所有的截集；
（２） 求最小截集的容量；
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（３） 证明指出的流是最大流．
【解】 　 把题设中的中间点标号如图 １１ ３５所示．

图 １１ ３５

（１） 首先确定所有的截集与对应的容量．
① 若 ｖ１ ＝｛ｖｓ｝，则其截集为

（ｖ１，ｖ１）＝ ｛（ｖｓ，ｖ１），（ｖｓ，ｖ２）｝
其容量为

ｃ（ｖ１，ｖ１）＝ ｃｓ１＋ｃｓ２ ＝ ４＋２＝ ６
② 若 ｖ１ ＝｛ｖｓ，ｖ１｝，则其截集为

（ｖ１，ｖ１）＝ ｛（ｖｓ，ｖ２），（ｖ１，ｖ２），（ｖ１，ｖ３）｝
其容量为

ｃ（ｖ１，ｖ１）＝ ｃｓ２＋ｃ１２＋ｃ１３ ＝ ２＋３＋２＝ ７
③ 若 ｖ１ ＝｛ｖｓ，ｖ１，ｖ２｝，截集为

（ｖ１，ｖ１）＝ ｛（ｖ１，ｖ３），（ｖ２，ｖｔ）｝

其容量为　 　 ｃ（ｖ１，ｖ１）＝ ｃ２ｔ＋ｃ３ｔ ＝ ２＋３＝ ５
④ 若 ｖ１ ＝｛ｖｓ，ｖ１，ｖ２，ｖ３｝，截集为

（ｖ１，ｖ１）＝ ｛（ｖ２，ｖｔ），（ｖ３，ｖｔ）｝

其容量为　 　 ｃ（ｖ１，ｖ１）＝ ｃ２ｔ＋ｃ３ｔ ＝ ３＋５＝ ８
⑤ 若 ｖ１ ＝｛ｖｓ，ｖ２｝，截集为

（ｖ１，ｖ１）＝ ｛（ｖｓ，ｖ１），（ｖ２，ｖｔ）｝

容量为　 　 ｃ（ｖ１，ｖ１）＝ ｃｓ１＋ｃ２ｔ ＝ ４＋３＝ ７
⑥ 若 ｖ１ ＝｛ｖｓ，ｖ２，ｖ３｝，截集为

（ｖ１，ｖ１）＝ ｛（ｖｓ，ｖ１），（ｖ３，ｖｔ），（ｖ２，ｖｔ）｝

容量为　 　 ｃ（ｖ１，ｖ１）＝ ｃｓ１＋ｃ３ｔ＋ｃ２ｔ ＝ ４＋３＋５＝ １２
⑦ 若 ｖ１ ＝｛ｖｓ，ｖ３｝，截集为

（ｖ１，ｖ１）＝ ｛（ｖｓ，ｖ１），（ｖｓ，ｖ２），（ｖ３，ｖｔ），（ｖ３，ｖ２）｝

容量为　 　 ｃ（ｖ１，ｖ１）＝ ｃｓ１＋ｃｓ２＋ｃ３ｔ＋ｃ３２ ＝ ４＋２＋５＋１＝ １２
⑧ 若 ｖ１ ＝｛ｖｓ，ｖ１，ｖ３｝，截集为

（ｖ１，ｖ１）＝ ｛（ｖｓ，ｖ２），（ｖ１，ｖ２），（ｖ３，ｖ２），（ｖ３，ｖｔ）｝

容量为　 　 ｃ（ｖ１，ｖ１）＝ ｃｓ２＋ｃ１２＋ｃ３２＋ｃ３ｔ ＝ ２＋３＋１＋５＝ １１
（２） 由（１）所求，最小截集的容量为

ｃ（ｖ∗１ ，ｖ∗１ ）＝ ｍｉｎ｛ｃ（ｖ１，ｖ１）｝ ＝ ５，其中 ｖ∗１ ＝｛ｖｓ，ｖ１，ｖ２｝，ｖ
∗
１
＝｛ｖ３，ｖｔ｝ ．

（３） 根据最大流量最小截量定理，流大流量为

ｖ（ ｆ∗）＝ ｃ（ｖ∗１ ，ｖ∗１ ）＝ ５
１１􀆰 １２　 求如图 １１ ３６所示的网络的最大流．（每弧旁的数字是（ｃｉｊ，ｆｉｊ）） ．

图 １１ ３６
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【解】 　 给中间点标上编号如下：

图 １１ ３７

（１） 标号过程．
开始先给 ｖｓ 标上（０，＋∞ ），这时，ｖｓ 是标号而未检查的点．
第 １步：弧（ｖ１，ｖ４），因 ｆｓ１ ＝ ３，ｃｓ１ ＝ ４．则 ｆｓ１＜ｃｓ１ ．
则给 ｖ１标号（ｖｓ，Ｌ（ｖ１）），Ｌ（ｖ１）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖｓ），ｃｓ１－ｆｓ１｝ ＝ｍｉｎ｛＋∞ ，４－３｝ ＝ １
第 ２步：检查弧（ｖ１，ｖ４） ．
ｆ１４ ＝ １，　 ｃ１４ ＝ １

不满足标号条件，对 ｖ４不进行标号．
对于弧（ｖ１，ｖ５），ｆ１５ ＝ ２，ｃ１５ ＝ ３，则 ｆ１５＜ｃ１５ ．
给 ｖ５标号（ｖ１，Ｌ（ｖ５）） ．Ｌ（ｖ５）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ１），ｃ１５－ｆ１５｝ ＝ｍｉｎ（１，１）＝ １
第 ３步：弧（ｖ５，ｖ４），ｆ５４ ＝ ３，ｃ５４ ＝ ５，则 ｆ５４＜ｃ５４ ．
则给 ｖ４标号（ｖ５，Ｌ（ｖ４）） ．Ｌ（ｖ４）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ５），ｃ５４－ｆ５４｝ ＝ｍｉｎ｛１，４－３｝ ＝ １
第 ４步：对于弧（ｖ４，ｖｔ），因 ｆ４ｔ ＝ ０，ｃ４ｔ ＝ ７，ｆ４ｔ＜ｃ４ｔ ．
则给 ｖｔ 标号（ｖ４，Ｌ（ｖｔ）） ．Ｌ（ｖｔ）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ４），ｃ４ｔ－ｆ４ｔ｝ ＝ｍｉｍ｛１，７－６｝ ＝ １

故 θ＝Ｌ（ｖｔ）＝ １
（２） 调整过程
由点的第一个标号找到一条增广链．如图 １１ ３８中的“ ／ ”所示：

图 １１ ３８

按 θ＝ １在 Ｍ上进行调整．
ｆｓ１＋１＝ ４，　 ｆ１５＋１＝ ２＋１＝ ３，
ｆ５４＋１＝ ４，　 ｆ４ｔ＋１＝ ７

其余 ｆｉｊ不变，调整后如图 １１ ３９所示
再对这个可行流进行标号过程，寻找增广链．
（１） 标号过程．
开始先给 ｖｓ 标上（０，＋∞ ），
第 １步：对于（ｖｓ，ｖ２），ｆｓ２ ＝ ２，ｃｓ２ ＝ １０，ｆｓ２＜ｃｓ２，则给 ｖ１标号（ｖ２，Ｌ（ｖ２）），
Ｌ（ｖ２）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖｓ），ｃｓ２－ｆｓ２｝ ＝ｍｉｎ｛＋∞ ，１０－４｝ ＝ ６
第 ２步：对于弧（ｖ２，ｖ３），ｆ２３ ＝ ４，ｃ２３ ＝ ４，则 ｆ２３＜ｃ２３ ．
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图 １１ ３９

给 ｖ２标号（ｖｓ，Ｌ（ｖ３）） ．
Ｌ（ｖ３）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ２），ｃ２３－ｆ２３｝ ＝ｍｉｎ｛６，４－２｝ ＝ ２
第 ３步：对于弧（ｖ３，ｖｔ），ｆ３ｔ ＝ ３，ｃ３ｔ ＝ ８，则 ｆ３ｔ＜ｃ３ｔ ．
给 ｖｔ 标号（ｖ３，Ｌ（ｖｔ）），
Ｌ（ｖｔ）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ３），ｃ３ｔ－ｆ３ｔ｝ ＝ｍｉｎ｛２，８－３｝ ＝ ２

故 ｖｔ 有了标点，转入调整过程．
（２） 调整过程．
由点的第一个标号找到一条增广链．如图 １１ ４０中的“ ／ ”表示．

图 １１ ４０

根据 θ＝ ２，在 Ｍ上调整 ｆ：
ｆｓ２＋２＝ ８，　 ｆ２３＋２＝ ４，　 ｆ３ｔ＋２＝ ５

其他 ｆｉｊ不变，调整后得到如图 １１ ４１所示的可行流．对这个可行流进入标号过程，寻找增广链．

图 １１ ４１

标号过程．
首先给 ｖｓ 标号（０，＋∞ ） ．
第 １步：对于弧（ｖｓ，ｖ５），ｆｓ５ ＝ ２，ｃｓ５ ＝ ３，则 ｆｓ５＜ｃｓ３，故给 ｖ５标号（ｖｓ，Ｌ（ｖ５）） ．这里
Ｌ（ｖ５）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖｓ），Ｌｓ５－ｆｓ５｝ ＝ｍｉｎ｛＋∞ ，３－２｝ ＝ １
第 ２步：对于弧（ｖ５，ｖ４），ｆ５４ ＝ ４，ｃ５４ ＝ ４．则 ｖ４不能标号．
第 ３步：对于弧（ｖｓ，ｖ２），ｆｓ２ ＝ ８，ｃｓ２ ＝ １０，则 ｆｓ２＜ｃｓ２，给 ｖ２标号（ｖｓ，Ｌ（ｖ２）），这里
Ｌ（ｖ２）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ５），ｃｓ２－ｆｓ２｝ ＝ｍｉｎ｛＋∞ ，１０－８｝ ＝ ２
第 ４步：对于弧（ｖ２，ｖ３），ｆ２３ ＝ ４，ｃ２３ ＝ ４，则 ｆ２３ ＝ ｃ２３ ．故 ｖ３不能标号．
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此时，标号无法继续下去，算法结束．此时的可行流即为网络最大流，其最大流为
ｖ（ ｆ∗）＝ ｆｓ１＋ｆ５４＋ｆ２３ ＝ ４＋４＋４＝ １２

对应的最小截集为（ｖ∗１ ，ｖ∗１ ），其中

ｖ∗１ ＝｛ｖｓ，ｖ２，ｖ５｝，ｖ
∗
１
＝｛ｖ１，ｖ３，ｖ４，ｖｔ｝

１１􀆰 １３　 求如图 １１ ４２所示的网络的最大流．
【解】 　 由题设，给图中的中间点加上名称如图 １１ ４３所示，令所有弧的可行流为 ０．

图 １１ ４２
　 　 　 　

图 １１ ４３

用标号法求所示的网络最大流，弧旁的数字为（ｃｉｊ，ｆｉｊ） ．
（１） 标号过程．
第 １步：首先给 ｖｓ 标号（０，＋∞ ），
第 ２步：检查 ｖｓ，对（ｖｓ，ｖ２），∵ ｆ３２ ＝ ０，ｃｓ２ ＝ １５，则 ｆｓ２＜ｃｓ２，给 ｖ２标号为（ｖｓ，Ｌ（ｖ２）），
Ｌ（ｖ２）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖｓ），ｃｓ２－ｆｓ２｝ ＝ｍｉｎ｛＋∞ ，１５－０｝ ＝ １５
第 ３步：检查 ｖ２，对（ｖ２，ｖ６），ｆ２６ ＝ ０，ｃ２６ ＝ ９．则 ｆ２６＜ｃ２６ ．给 ｖ０标号为（ｖ２，Ｌ（ｖ６）），
Ｌ（ｖ６）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ２），ｃ２６－ｆ２６｝ ＝ｍｉｎ｛１５，９－０｝ ＝ ９
第 ４步：检查 ｖ６ ．对于（ｖ６，ｖｔ），ｆ６ｔ ＝ ０，ｃ６ｔ ＝ １１，则 ｆ６ｔ＜ｃ６ｔ ．给 ｖｔ 标号为（ｖ６，Ｌ（ｖｔ）），
Ｌ（ｖｔ）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ６），ｃ６ｔ－ｆ６ｔ｝ ＝ｍｉｎ｛９，１１－０｝ ＝ ９
因为 ｖｔ 有了标号，转入调整过程．
（２） 调整过程．
由点的第一个标号找到一条增广链如图 １１ ４４中的“ ／ ”所示．

图 １１ ４４

按照 θ＝ ９进行调整．
ｆｓ２＋θ＝ ０＋９＝ ９
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ｆ２６＋θ＝ ０＋９＝ ９
ｆ６ｔ＋θ＝ ０＋９＝ ９

调整后得到如图 １１ ４５所示的可行流．对这个可行流进入标号过程寻找增广链．

图 １１ ４５

（３） 标号过程．
第 １步：给 ｖｓ 标号为（０，＋∞ ） ．
第 ２步：检查 ｖｓ ．对（ｖｓ，ｖ３），ｆｓ３ ＝ ０，ｃｓ３ ＝ １０，则 ｆｓ３＜ｃｓ３ ．给 ｖ３标号为（ｖｓ，Ｌ（ｖ３）），
Ｌ（ｖ３）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖｓ），ｃｓ３－ｆｓ３｝ ＝ｍｉｎ｛＋∞ ，１０－０｝ ＝ １０
第 ３步：检查 ｖ３，对（ｖ３，ｖ５），ｆ３５ ＝ ０，ｃ３５ ＝ ９．则 ｆ３５＜ｃ３５ ．给 ｖ５标号为（ｖ３，Ｌ（ｖ５）），
Ｌ（ｖ５）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ３），ｃ３５－ｆ３５｝ ＝ｍｉｎ｛１０，９－０｝ ＝ ９
第 ４步：检查 ｖ５，对弧（ｖ５，ｖ７），ｆ５７ ＝ ０，ｃ５７ ＝ １８，则 ｆ５７＜ｃ５７。 给 ｖ７标号为（ｖ５，Ｌ（ｖ７）），
Ｌ（ｖ７）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ５），ｃ５７－ｆ５７｝ ＝ｍｉｎ｛９，１８－０｝ ＝ ９
第 ５步：检查 ｖ７，对弧（ｖ７，ｖ８），ｆ７８ ＝ ０，ｃ７８ ＝ １２，则 ｆ７８＜ｃ７８ ．给 ｖ８标号为（ｖ７，Ｌ（ｖ８）），
Ｌ（ｖ８）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ７），ｃ７８－ｆ７８｝ ＝ｍｉｎ｛９，１２－０｝ ＝ ９
第 ６步：检查 ｖ８，对弧（ｖ８，ｖｔ），ｆ８ｔ ＝ ０，ｃ８ｔ ＝ １５，ｆ８ｔ＜ｃ８ｔ。 则给 ｖｔ 标号为（ｖ８，Ｌ（ｖｔ）），
Ｌ（ｖｔ）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ８），ｃ８ｔ－ｆ８ｔ｝ ＝ｍｉｎ｛９，１５－０｝ ＝ ９

则 ｖｔ 有了标号，故转入调整过程．
（４） 调整过程．
按点的第一个标号找到一条增广链．如图 １１ ４６中的“ ／ ”表示

图 １１ ４６

按照 θ＝ ９，作调整
ｆｓ３＋９＝ ０＋９＝ ９，　 ｆ３５＋９＝ ０＋９＝ ９
ｆ５７＋９＝ ０＋９＝ ９，　 ｆ７８＋９＝ ０＋９＝ ９
ｆ８５＋９＝ ０＋９＝ ９

调整后得到如图 １１ ４７所示的可行流，对这个可行流进入标号过程寻找增广链．



第 １１章　 图与网络优化 ２２５　　 　

图 １１ ４７

（５） 标号过程．
第 １步：首先给 ｖｓ 标号为（０，＋∞ ） ．
第 ２步：检查 ｖｓ，对弧（ｖｓ，ｖ１），且 ｆｓ１ ＝ ０，ｃｓ１ ＝ ８，则 ｆｓ１＜ｃｓ１ ．
给 ｖ１标号为（ｖｓ，Ｌ（ｖ１）），
Ｌ（ｖ１）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖｓ），ｃｓ１－ｆｓ１｝ ＝ｍｉｎ｛＋∞ ，８－０｝ ＝ ８
第 ３步：检查 ｖ１，对弧（ｖ１，ｖ３），ｆ１３ ＝ ０，ｃ１３ ＝ ７，则 ｆ１３＜ｃ１３ ．则给 ｖ３标号为（ｖ１，Ｌ（ｖ３）），
Ｌ（ｖ３）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ１），ｃ１３－ｆ１３｝ ＝ｍｉｎ｛８，７－０｝ ＝ ７
第 ４步：检查 ｖ３，对于弧（ｖ３，ｖ４）上．ｆ３４ ＝ ０，ｃ３４ ＝ ６．则 ｆ３４＜ｃ３４ ．给 ｖ４标号为（ｖ３，Ｌ（ｖ４）） ．
Ｌ（ｖ４）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ３），ｃ３４－ｆ３４｝ ＝ｍｉｎ｛７，６－０｝ ＝ ６
第 ５步：检查 ｖ４，对于弧（ｖ４，ｖｔ），ｆ４ｔ ＝ ０，ｃ４ｔ ＝ ５，则 ｆ４ｔ＜ｃ４ｔ ．给 ｖｔ 标号为（ｖ４，Ｌ（ｖｔ）），
Ｌ（ｖｔ）＝ ｍｉｎ｛Ｌ（ｖ４），ｃ４ｔ－ｆ４ｔ｝ ＝ｍｉｎ｛６，５－０｝ ＝ ５
则 ｖｔ 有标号，故转入调整过程．
（６） 调整过程．
按点的第一个标号找到一条增广链．如图 １１ ４８中的“ ／ ”表示．

图 １１ ４８

取 θ＝ ５，作调整
ｆｓ１＋５＝ ０＋５＝ ５，
ｆ１３＋５＝ ０＋５＝ ５，
ｆ３４＋５＝ ０＋５＝ ５，
ｆ４ｔ＋５＝ ０＋５＝ ５

调整后将到如图 １１ ４９所示的可行流，对这个可行流进入标号过程寻找增广链．
（７） 标号过程．
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图 １１ ４９

重复标号过程的步骤进行标号，找出增广链，标号如下．
ｖｓ（０，＋∞ ），ｖ２（ｖｓ，４），ｖ３（ｖ２，４），ｖ６（ｖ３，４），ｖｔ（ｖ６，２）
（８） 调整过程．

由 θ＝ ２作调整．
ｆｓ２＋２＝ ９＋２＝ １１，
ｆ２３＋２＝ ０＋２＝ ２，
ｆ３６＋２＝ ０＋２＝ ２，
ｆ６ｔ＋２＝ ９＋２＝ １１

调整后得到如图 １１ ５０所示的可行流，对这个可行流进入标号过程，寻找增广链．

图 １１ ５０

（９） 标号过程．
按照标号过程，得到标号为
ｖｓ（０，＋∞ ），ｖ１（ｖｓ，３），ｖ４（ｖ１，３），ｖ３（ｖｓ，１），ｖ６（ｖ３，１），ｖ２（ｖｓ，４） ．

这时已不存在 ｖｓ 到 ｖｔ 的最短路．即得到最大流
最大流为：ｖ（ ｆ∗）＝ ５＋９＋１１＝ ２５．

最小截集为（ｖ∗１ ，ｖ∗１ ），ｖ∗１ ＝｛ｖｓ，ｖ２，ｖ６，ｖ３，ｖ１，ｖ４｝，ｖ
∗
１
＝｛ｖ５，ｖ７，ｖ８，ｖｔ｝ ．

１１􀆰 １４　 两家工厂 ｘ１和 ｘ２生产一种商品，商品通过如图 １１ ５１所示的网络运送到市场 ｙ１，ｙ２，ｙ３，试
用标号法确定从工厂到市场所能运送最大总量．

图 １１ ５１
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【解】 　 添加 ｖｓ，ｖｔ 点，给中间点加上名称，令所有弧的可行流都为 ０，如图 １１ ５２所示．

图 １１ ５２

不断重复标号过程及调整过程．
计算得到结果表示在图 １１ ５３上．
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图 １１ ５３

　 　 最大流量为：
６＋１３＋４＝ ２３
１１􀆰 １５　 求如图 １１ ５４所示的网络的最小费用最大流，每弧旁的数字是（ｂｉｊ，ｃｉｊ） ．

图 １１ ５４

【解】 　 给题设中的图的中间点加上名称如图 １１ ５５所示．

图 １１ ５５

（１） 取 ｆ（０）＝ ０为初始可行流．
（２） 构造有向赋权图 ｗ（ ｆ（０） ） ．
① 当（ｖｉ，ｖ ｊ）为前向弧时，

ｗｉｊ
＝

ｂｉｊ， 　 　 　 　 若 ｆｉｊ＜ｃｉｊ
＋∞ ， ｆｉｊ ＝ ｃｉｊ

{
② 当（ｖｉ，ｖ ｊ）为后向弧时，

ｗｉｊ
＝

－ｂｉｊ，　 　 若 ｆｉｊ＞０

＋∞ ， ｆｉｊ ＝ ０{
求出从 ｖｓ 到 ｖｔ 的最短路（ｖｓ，ｖ２，ｖ４，ｖｔ），如图 １１ ５６所示（标有“ ／ ”为最短路） ．

图 １１ ５６
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③ 在原网络 Ｄ中，与这条最短路相应的增广链为 μ＝｛ｖｓ，ｖ２，ｖ４，ｖｔ｝ ．
（３） 在 μ上进行调整．θ＝ ３，得图 ｆ（１） ．
按照上述算法依次得 ｆ（２） ，ｆ（３） ．流量依次为 ３，４，５．构造相应的赋权图：ｗ（ ｆ１），ｗ（ ｆ２），ｗ（ ｆ３） ．

图 １１ ５７

图 １１ ５８

图 １１ ５９

注意到 ｗ（ ｆ３）中已不存在从 ｖｓ 到 ｖｔ 的最短路，所以 ｆ（３）即为最小费用最大流．
最大流为：５＋０＝ ５．
总费用为：
４×１＋１×１＋３×１＋２×４＋３×３＋２×１＋５×２＝ ３７
１１􀆰 １６　 求如图 １１ ６０所示的中国邮递员问题．

图 １１ ６０

【解】 　 图中有 ４组奇点，分别为 ｖ２和 ｖ５，ｖ４和 ｖ７，ｖ６和 ｖ９，ｖ８和 ｖ１１ ．然后得图中奇点按最短连线两两
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相连，如图 １１ ６１所示．

图 １１ ６１

由上图可知：
（１） 在图的每一条边上至多有一条重复边．
（２） 图中每圈上重复边的总权不大于该圈总权的一半．
故任一欧拉圈就是邮递员的最优邮递路线．
１１􀆰 １７　 设 Ｇ＝（ｖ，Ｅ）是一个简单图，令 δ（Ｇ）＝ ｍｉｎ

ｖ∈Ｖ
｛ｄ（ｖ）｝（称 δ（Ｇ）为 Ｇ 的最小次） ．证明：（１） 若 δ

（Ｇ）≥２，则 Ｇ必有圈；（２） 若 δ（Ｇ）≥２，则 Ｇ必有包含至少 δ（Ｇ）＋１条边的圈．
【证明】 　 （１） 由题设，Ｇ（Ｖ，Ｅ）是简单圈，即该图中无环，无重复边．由已知，δ（Ｇ）≥２，即 Ｇ 的最小

边大于或等于 ２．假设 Ｇ中无圈，则 Ｇ可能为树或非连通图，对该两种情况均存在悬挂点，即ｍｉｎ
ｖ∈Ｖ

｛ｄ（ ｖ）｝

＝ １，与 δ１（Ｇ）≥２矛盾，故假设不成立，Ｇ必有圈．
（２） 若 δ（Ｇ）≥２，设与 δ（Ｇ）对应的点为 ｖｋ，即 ｖｋ 必与 δ（Ｇ）个端点相连．根据（１）结论，Ｇ中必有圈．

（由于圈中的连通图至少 ｖｋ 与这 δ（Ｇ）个端点构成圈） ．ｖｉ（ ｉ＝ １，２，…，δ（Ｇ））的次至少为 δ（Ｇ），至少与 δ
（Ｇ）个端点相联．若 ｖｋ 与 ｖｉ 这 δ（Ｇ）＋１个端点不构成圈，则在端点处必向外延伸，对该圈而言，边数大于
δ（Ｇ）＋１条，故 Ｇ必有包含至少 δ（Ｇ）＋１条边的圈．

１１􀆰 １８　 设 Ｇ是一个连通图，不含奇点．证明：Ｇ中不含割边．
【证明】 　 因 Ｇ连通且不含奇点，则 ｄ（ｖ）＝ ２ｎ，无悬挂点．根据上题中的结论，Ｇ必有圈，又因为 Ｇ是

连通的，所以从 Ｇ中去掉任一条边，都必在某一圈中，从圈中去掉任一条边，所得仍为连通图．
１１􀆰 １９　 给一个连通赋权图 Ｇ，类似于求 Ｇ的最小支撑树的 Ｋｒｕｓｋａｌ方法，给出一个求 Ｇ的最大支撑

树的方法．
【解】 　 首先选一条最大权边，以后每步均从未被选取的边中选最大权边，并使之与已选取的边不

构成圈（如在某步中有两条或两条以上的边都是最大权边，则从中任取一条．）
１１􀆰 ２０　 下述论断正确与否：可行流 ｆ的流量为零，即 ｖ（ ｆ）＝ ０，当且仅当 ｆ是零流．
【解】 　 论断错误，流量

ｖ（ ｆ） ＝ ∑
（ｖ

ｓ
，ｖ
ｊ
）∈Ａ

ｆｓｊ － ∑
（ｖ

ｊ
，ｖ
ｓ
）∈Ａ

ｆ ｊｓ ＝ ０

只表明发点净输出量为容．可能流出等于流入，而 ｆ 为零流，则 ｆｉｊ ＝ ０．如对以下简单网络如图 １１ ６２ 所
示．

图 １１ ６２
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ｖ（ ｆ）＝ １－１＝ ０
而 ｆｉｊ ＝ １≠０．非零流

１１􀆰 ２１　 设 Ｄ＝｛ｖ，Ａ，Ｃ｝是一个网络．证明：如果 Ｄ中所有弧的容量 ｃｉｊ都是整数，那么必存在一个最
大流 ｆ＝｛ ｆｉｊ｝，使所有 ｆｉｊ都是整数．

【解】 　 由标号法，初始 ｆｉｊ ＝ ０．
因对弧（ｖｉ，ｖ ｊ），ｖ ｊ 标号，ｃ（ｖ ｊ）＝ ｍｉｎ｛ｃ（ｖｉ），ｃｉｊ－ｆｉｊ｝ ．
弧（ｖ ｊ，ｖｉ），ｖ ｊ 标号，ｃ（ｖ ｊ）＝ ｍｉｎ｛ｃ（ｖｉ），ｆｉｊ｝ ．
依此类推，因 ｃｉｊ均为整数，故最终得到调整量 θ＝ ｃ（ｖ）也为整数．

ｆ′ｉｊ ＝

ｆｉｊ＋θ，　 （ｖｉ，ｖ ｊ）∈μ＋

ｆｉｊ－θ， （ｖｉ，ｖ ｊ）∈ｕ－

ｆｉｊ， （ｖｉ，ｖ ｊ）∉μ

ì

î

í

ïï

ïï

标号最终结果，得最大流 ｆ必为整数．
１１􀆰 ２２　 已知有六台机床 ｘ１，ｘ２…ｘ６，六个零件 ｙ１，ｙ２，…ｙ６ ．机床 ｘ１可加工零件 ｙ１；ｘ２可加工零件 ｙ１、

ｙ２；ｘ３可加工零件 ｙ１、ｙ２、ｙ３；ｘ４可加工另件 ｙ２；ｘ５可加工另件 ｙ２、ｙ３、ｙ４；ｘ６可加工零件 ｙ２、ｙ５、ｙ６ ．现在要求制
订一个加工方案，使一台机床只加工一个零件，一个零件只在一台机床上加工，要求尽可能多地安排零
件的加工．试把这个问题化为求网络最大流的问题，求出能满足上述条件的加工方案．

【解】 　 由题设，添上标号 ｖｓ 和 ｖｔ 可得最大容量的网络图如图 １１ ６３所示．（ ｆ（０）＝ ０）

图 １１ ６３

（１） 由题 １１􀆰 １３的方法进行标号，得到增广链．
ｖｓ→ｘ１→ｙ１→ｘｔ
因 ｖｔ 已标号，转入调整过程．
（２） 调整过程．
由点的第一个标号找到一条增广链．
μ＝（ｖｓ，ｘ１，ｙ１，ｘｔ）
依据 θ＝ １在 μ上调整．
ｆｖ
ｓ
ｘ
１
＋１＝ １，　 ｆｘ

１
ｙ
１
＋１＝ １，　 ｆｙ

１
ｘ
ｔ
＋１＝ １

调整后得如图 １１ ６４所示的可行流，对这个可行流进入标号过程，寻找增广链．
反复进行标号和调整过程，得到结果如图 １１ ６５所示．

由

ｖｓ
（１，１）

→ｘ１

（１，１）
→ｙ１

（１，１）
→ｖｔ，　 ｖｓ

（１，１）
→ｘ２

（１，１）
→ｙ２

（１，１）
→ｖｔ
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图 １１ ６４

图 １１ ６５

ｖｓ
（１，１）

→ｘ３

（１，１）
→ｙ３

（１，１）
→ｖｔ，　 ｖｓ

（１，１）
→ｘ５

（１，１）
→ｙ４

（１，１）
→ｖｔ

ｖｓ
（１，１）

→ｘ６

（１，１）
→ｙ６

（１，１）
→ｖｔ

得到加工方案为

机床
零件　 　 　 　

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ５ ｘ６

ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４ ｙ６

机床 ｘ４不加工零件，零件 ｙ５没有机床加工．ｖ（ ｆ）＝ ５．
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第 １２章　 网络计划

１􀆰 掌握网络计划中相关的概念．
２􀆰 正确绘制网络图，注意在绘制中的技巧．
３􀆰 正确计算网络图中的时间参数，特别要注意结点的时间参数和作业的时间参数之间的关系和基

本概念．
４􀆰 确定关键路线，分析并讨论．
５􀆰 优化网络图，重点在时间（工期），费用及人力安排上．
６􀆰 工期完成概率，总时差利用的分析与讨论．
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１􀆰 关键路线法（ＣＰＭ⁃Ｃｒｉｔｉｌａｌ Ｐａｔｈ Ｍｅｔｈｏｄ）是借助于网络图的分析．研究各项工作（作业）所需要的
时间参数，各项作业的相互关系等．找出在编制计划过程中的关键路线．
图解评审方法（ＰＥＲＴ—Ｐｒｏｇｒａｍ Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｒｅｖｉｅｗ Ｔｅｃｈｎｉｇｕｅ）是在应用网络分析的基础上，更注

重于对各项工作安排的评审，评价和控制好各阶段的工作．ＰＥ 由于这两种方法在原理和方法上的类似
性及侧重点不同，通常将这两种方法结合在一起，形成较完整、较系统的分析方法．称之为网络技术或网
络计划．
网络计划的优点在于它特别适用于生产技术复杂、工作项目繁多的项目计划安排上，如产品研制开

发，工程项目，生产准备，设备大修等．对优化时间、资源、人力及费用方面具有很强的实用性．他是运筹
学应用于实际中案例成功最多的一种方法．

２􀆰 网络图的绘制最终是为了分析、控制和优化．一般地说，一个未经多次修改的网络图不可能是最
佳的．实际中，最佳要求是多方面的．根据研究对象对进度，费用，人才等方面进行分析和优化．
最典型的有 ３种：缩短工程进度，降低成本费用，资源平衡利用优化．

１２􀆰 １　 已知下列资料：
表 １２ １

工序 紧前工序 工序时间 工序 紧前工序 工序时间 工序 紧前工序 工序时间

Ａ Ｇ，Ｍ ３ Ｅ Ｃ ５ Ｉ Ａ，Ｌ ２

Ｂ Ｈ ４ Ｆ Ａ，Ｅ ５ Ｋ Ｆ，Ｉ １

Ｃ — ７ Ｇ Ｂ，Ｃ ２ Ｌ Ｂ，Ｃ ７

Ｄ Ｌ ３ Ｈ — ５ Ｍ Ｃ ３

　 　 要求：（１） 绘制网络图；
（２） 用图上计算法计算各项时间参数（ ｒ除外）；
（３） 确定关键路线．
【解】 　 （１） 网络图如图 １２ １所示．

图 １２ １

（２） 各工序最早开工时间 ＴＥＳ，最早完工时间 ＴＥＦ，最迟开工时间 ＴＣＳ ．最迟完工时间 ＴＬＥ及总时差

ＴＦ，关键工序如表 １２ ２所示．
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表 １２ ２

工序 ｉ ｊ 工序时间 ＴＥＳ ＴＥＦ ＴＬＳ ＴＬＦ ＴＦ 关键工序

Ｃ １ ２ ７ ０ ７ １ ８ １

Ｈ １ ３ ５ ０ ５ ０ ５ ０ ∗

虚 ２ ４ ０ ７ ７ ９ ９ ２

ｍ ２ ５ ３ ７ １０ ８ １１ １

Ｅ ２ ７ ５ ７ １２ ９ １４ ２

Ｂ ３ ４ ４ ５ ９ ５ ９ ０ ∗

Ｇ ４ ５ ２ ９ １１ ９ １１ ０ ∗

Ｌ ４ ８ ７ ９ １６ １０ １７ １

Ａ ５ ６ ３ １１ １４ １１ １４ ０ ∗

虚 ６ ７ ０ １４ １４ １４ １４ ０

虚 ６ ９ ０ １４ １４ １７ １７ ３

Ｆ ７ １０ ５ １４ １９ １４ １９ ０ ∗

虚 ８ ９ ０ １６ １６ １７ １７ １

Ｄ ８ １１ ３ １６ １９ １７ ２０ １

Ｉ ９ １０ ２ １６ １８ １７ １９ １

Ｋ １０ １１ １ １９ ２０ １９ ２０ ０ ∗

　 　 （３） 由上表可知，关键路线为
①→③→④→⑤→⑥→⑦→􀃊􀁉􀁒→􀃊􀁉􀁓

对应的工序为

Ｈ→Ｂ→Ｇ→Ａ→Ｆ→Ｋ
１２􀆰 ２　 已知下列资料：

表 １２ ３

工序 紧前工序 工序时间 工序 紧前工序 工序时间 工序 紧前工序 工序时间

ａ — ６０ ｇ ｂ，ｃ ７ ｍ ｊ，ｋ ５

ｂ ａ １４ ｈ ｅ，ｆ １２ ｎ ｉ，ｌ １５

ｃ ａ ２０ ｉ ｆ ６０ ｏ ｎ ２

ｄ ａ ３０ ｊ ｄ，ｇ １０ ｐ ｍ ７

ｅ ａ ２１ ｋ ｈ ２５ ｑ ｏ，ｐ ５

ｆ ａ １０ ｌ ｊ，ｋ １０

　 　 要求：（１） 绘制网络图；
（２） 计算各项时间参数；
（３） 确定关键路线．
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【解】 　 （１） 由题意，网络图如图 １２ ２所示：

图 １２ ２

（２） 各工序事项最早时间和事项最迟时间分别为：① ０，０；② ６０，６０；③ ８０，１１８；④ ８０，１１８；⑤ ９０，
１２５；⑥ ７０，７０；⑦ ８１，９８；⑧ ９３，１１０；⑨ １１８，１３５；􀃊􀁉􀁒 １３０，１３０；􀃊􀁉􀁓 １２３，１４０；􀃊􀁉􀁔 １４５，１４５；􀃊􀁉􀁕 １４７，１４７；􀃊􀁉􀁖
１５２，１５２．

（３） 关键路线为：①→②→⑥→􀃊􀁉􀁒→􀃊􀁉􀁔→􀃊􀁉􀁕→􀃊􀁉􀁖，对应的工序为：ａ→ｆ→ｉ→ｎ→ｏ→ｑ
１２􀆰 ３　 已知下列资料：

表 １２ ４

活　 　 动 作业时间 紧前活动
正常完成进度的直接
费用（百元）

赶进度一天所需费用
（百元）

Ａ ４ ２０ ５

Ｂ ８ ３０ ４

Ｃ ６ Ｂ １５ ３

Ｄ ３ Ａ ５ ２

Ｅ ５ Ａ １８ ４

Ｆ ７ Ａ ４０ ７

Ｇ ４ Ｂ、Ｄ １０ ３

Ｈ ３ Ｅ、Ｆ、Ｇ １５ ６

合计 １５３

工程的间接费用 ５（百元 ／天）

求出该项工程的最低成本日程．
【解】 　 由题设绘制网络图如图 １２ ３所示：
图中：箭线 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ、Ｇ、Ｈ分别代表 ８个工序．箭线旁边的数字分别表示为完成该个工序所需

的时间（天数） ．
结点①、②、③、④、⑤、⑥、⑦、⑧分别表示工序的开始和结束．在上述网络中，各事项的最早时间分

别为：
ＴＥ（１）＝ ０
ＴＥ（２）＝ ＴＥ（１）＋Ｔ（１，２）＝ ０＋８＝ ８ｊ

ＴＥ（３）＝ ＴＥ（１）＋Ｔ（１，３）＝ ０＋４＝ ４
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图 １２ ３

ＴＥ（４）＝ ｍａｘ｛ＴＥ（３）＋Ｔ（３，４），ＴＥ（２）＋Ｔ（２，４）｝
＝ｍａｘ｛４＋３，８＋０｝ ＝ ８

ＴＥ（５）＝ ＴＥ（３）＋Ｔ（３，５）＝ ４＋７＝ １１
ＴＥ（７）＝ ｍａｘ｛ＴＥ（４）＋Ｔ（４，７），ＴＥ（３）＋Ｔ（３，７），ＴＥ（５）＋Ｔ（５，７）｝

＝ｍａｘ｛８＋４，４＋５，１１＋１０｝
＝ｍａｘ｛１２，９，１１｝
＝ １２

ＴＥ（８）＝ ｍａｘ｛ＴＥ（２）＋Ｔ（２，８），ＴＥ（７）＋Ｔ（７，８）｝
＝ｍａｘ｛８＋６，１２＋３｝
＝ｍａｘ｛１４，５｝
＝ １５

对于上述网络图中，计算各事项最迟时间为：
ＴＬ（８）＝ １５；
ＴＬ（７）＝ ＴＬ（８）－Ｔ（７，８）＝ １５－３＝ １２；
ＴＬ（４）＝ ＴＬ（７）－Ｔ（４，７）＝ １２－４＝ ８
ＴＬ（２）＝ ｍｉｎ｛ＴＬ（８）－Ｔ（２，８），ＴＬ（（４）－Ｔ（２，４）｝

＝ｍｉｎ｛１５－６，８－０｝
＝ｍｉｎ｛９，８｝
＝ ８

ＴＬ（３）＝ ｍｉｎ｛ＴＬ（４）－Ｔ（３，４），ＴＬ（７）－Ｔ（３，７），ＴＬ（５）－Ｔ（３，５）｝
＝ｍｉｎ｛８－３，１２－５，１２－７｝
＝ｍｉｎ｛５，７，５｝
＝ ５

ＴＬ（１）＝ ｍｉｎ｛ＴＬ（２）－Ｔ（１，２），ＴＬ（３）－Ｔ（１，３）｝
＝ｍｉｎ｛８－８，５－４｝
＝ｍｉｎ｛０，１｝
＝ ０

由于事项的最早时间与事项最迟时间相等时为关键工序．
从而可得关键路线为：
①→②…→④→⑦→⑧

对应的关键工序为
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Ｂ→Ｇ→Ｈ
由题设，工程工期为 １５天，则工程的直接费用（各工序直接费用之和）为
（２０＋３０＋１５＋５＋１８＋４０＋１０＋１５）×１００＝ １５ ３００元
间接费用为

１５×５００＝ ７ ５００元
总费用为

１５ ３００＋７ ５００＝ ２２ ８００元
以上这个按正常时间进行的方案称作第Ⅰ方案．
若要第Ⅰ方案的完工时间，首先要缩短关键路线上直接费用变动率最低的工序的作业时间．
例如，关键路线 Ｂ，Ｇ，Ｈ中，工序中 Ｂ，Ｇ的直接费用率低于间接费用．缩短 Ｇ 工序 １ 天，此时总费用

为

２２ ８００＋（３００－５００）＝ ２２ ６００元
则关键路线有三条，分别为

Ｂ，Ｇ，Ｈ；　 Ｂ，Ｃｊ；　 Ａ，Ｄ，Ｇ，Ｈｊ

为第Ⅱ方案．
此时缩短工期减少间接费用，要大大增加三条关键路线的直接费用．
由最低成本方程，第Ⅱ方案为最优方案．
故工程为 １４天时，总成本最低．
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第 １３章　 排队论

１􀆰 掌握排队系统的级成及基本特征．
２􀆰 熟练排队模型研究的问题及排队模型的种类．
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３􀆰 熟练掌握各种常见排队模型的状态转移关系图和各状态间的转移差分方程，系统运行指标．
４􀆰 掌握常见的排队模型及其各种系统运行指标．

１􀆰 对于泊松输入 负指数服务的排队系统，一般的解决过程可简单的抽象成如下的过程：
① 根据已知条件绘制状态转移速度图，其中的核心在于确定各种可能的状态以及各状态之间的转

移概率．
② 依据状态转移速度图写出各状态之间的关系．
③ 求出 Ｐ０和 Ｐｎ ．
④ 计算各项数量运行指标．
⑤ 用系统运动指标构造目标函数，对系统进行优化．
２􀆰 泊松输入 负指数服务，服务台是并联的情况是很经典的问题，当服务台是串联或串并联时，或

者当输入过程或服务时间服从其他分布时，情况要复杂一些，有时无法解析地计算各项数量指标，需要
用模拟仿真的方法加以研究．

１３􀆰 １　 某工地为了研究发放工具应设置几个窗口，对于请领和发放工具分别做了调查记录：
（１） 以 １０分钟为一段，记录了 １００段时间内每段到来请领工具的工人数，见表 １３ １；

表 １３ １

每 １０分钟内领工具人数 次　 数 每 １０分钟内领工具人数 次　 数
５ １ １６ １３
６ ０ １７ １０
７ １ １８ ９
８ １ １９ ７
９ １ ２０ ４
１０ ２ ２１ ３
１１ ４ ２２ ３
１２ ６ ２３ １
１３ ９ ２４ １
１４ １１ ２５ １
１５ １２ 合计 １００

　 　 （２） 记录了 １ ０００次发放工具（服务）所用时间（秒）见表 １３ ２，试求：
表 １３ ２

发放时间 ／秒 次数 发放时间 ／秒 次数

１５ ２００ １６５ １６
３０ １７５ １８０ １２
４５ １４０ １９５ １０
６０ １０４ ２１０ ７
７５ ７８ ２２５ ９
９０ ６９ ２４０ ９
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续表 １３ ２
发行时间 ／秒 次数 发行时间 ／秒 次数

１０５ ５１ ２５５ ３
１２０ ４７ ２７０ １
１３５ ３８ ２８５ １
１５０ ３０ 合计 １ ０００

　 　 ① 平均到达率和平均服务率（单位：分）
② 利用统计学的方法证明：若假设到来的数是服从参数 λ＝ １􀆰 ６的普阿松分布，服务时间服从参数

μ＝ ０􀆰 ９的负指数分布，这是可以接受的．
（３） 这时只设一个服务员是不行的，为什么？ 试分别就服务员数 ｃ ＝ ２、３、４ 各情况计算等待时间

Ｗｑ，注意用表 １３ ３．
表 １３ ３　 多服务台 Ｗｑ·μ的数值表

λ ／ ｃμ
服　 务　 台　 数

ｃ＝ １ ｃ＝ ２ ｃ＝ ３ ｃ＝ ４０ ｃ＝ ５

０􀆰 １ ０􀆰 １１１ １ ０􀆰 ０１０ １ ０􀆰 ００１ ４ ０􀆰 ０００ ２ ０􀆰 ０００ ０∗

０􀆰 ２ ０􀆰 ２５０ ０ ０􀆰 ０４１ ７ ０􀆰 ０１０ ３ ０􀆰 ００３ ０ ０􀆰 ００１ ０

０􀆰 ３ ０􀆰 ４２８ ６ ０􀆰 ０９８ ９ ０􀆰 ０３３ ３ ０􀆰 ０１３ ２ ０􀆰 ００５ ８

０􀆰 ４ ０􀆰 ６６６ ７ ０􀆰 １９０ ５ ０􀆰 ０７８ ４ ０􀆰 ０３７ ８ ０􀆰 ０１９ ９

０􀆰 ５ １􀆰 ０００ ０ ０􀆰 ３３３ ３ ０􀆰 １５７ ９ ０􀆰 ０８７ ０ ０􀆰 ０５２ １

０􀆰 ６ １􀆰 ５００ ０ ０􀆰 ５６２ ５ ０􀆰 ２９５ ６ ０􀆰 １７９ ４ ０􀆰 １１８ １

０􀆰 ７ ２􀆰 ３３３ ３ ０􀆰 ９６０ ８ ０􀆰 ５４７ ０ ０􀆰 ３５７ ２ ０􀆰 ２５１ ９

０􀆰 ８ ４􀆰 ０００ ０ １􀆰 ７７７ ８ １􀆰 ０７８ ７ ０􀆰 ７４５ ５ ０􀆰 ５５４ １

０􀆰 ９ ９􀆰 ０００ ４􀆰 ２６３ ２ ２􀆰 ７２３ ５ １􀆰 ９６９ ４ １􀆰 ５２５ ０

０􀆰 ９５ １９􀆰 ０００ ０ ９􀆰 ２５６ ４ ６􀆰 ０４６ ７ ４􀆰 ４５７ １ ３􀆰 ５１１ ２

　 　 （４） 设请领工具的工人等待的费用损失为每小时 ６元，发放工具的服务员空闲费用损失为每小时
３元，每天按八小时计算，问设几个服务员使总费用损失为最小？

【解】 　 （１） 平均到达率＝到达总数
总时间

则 λ ＝［５×１＋６×０＋７×１＋８×１＋９×１＋１０×２＋１１×４＋１２×６＋１３×９＋１４×１１＋１５×１２＋１６×１３＋１７×１０＋１８×９＋１９×７
＋２０×４＋２１×３＋２２×３＋２３×１＋２４×１＋２５×１］÷１ ０００
＝ １ ５７０÷１ ０００＝ １􀆰 ５７（人 ／分）

平均服务率＝服务总数
总时间

总时间＝ ０􀆰 ２５×２００＋０􀆰 ５×１７５＋０􀆰 ７５×１４０＋１×１０４＋１􀆰 ２５×７８＋１􀆰 ５×６９＋１􀆰 ７５×５１＋２×４７＋２􀆰 ２５×３８＋２􀆰 ５×
３０＋２􀆰 ７５×１６＋３×１２＋３􀆰 ２５×１０－１３􀆰 ５×７＋３􀆰 ７５×９
＋４×９＋４􀆰 ２５×３＋４􀆰 ５×１＋４􀆰 ７５×１
＝ １ １２０（分）
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则 μ＝ １ ０００
１ １２０

＝ ０􀆰 ９６（人 ／分）

（２） 令 ｐｎ（ ｔ）＝
（λｔ） ｎ

ｎ！
ｅ－λｔ（ｎ ＝ ０，１，２，…，ｔ＞０）表示长为 ｔ 时间内到达 ｎ 个顾客的概率，随机变量

｛Ｎ（ ｔ）＝ Ｎ（ ｓ＋ｔ）－Ｎ（ ｓ）｝服从泊松分布，且有 Ｅ［Ｎ（ ｔ）］ ＝λｔ，则单位时间内平均到达率为 λ，而此处 λ ＝
１􀆰 ５７（人 ／分） ．因此假设到来的人数服从参数 λ＝ １􀆰 ６的泊松分布是可以接受的．
对于负指数分布

ｆ（ｘ）＝
μｅ－μｘ 　 　 ｘ≥０
０ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ{

得 Ｅ（ｘ）＝ １
μ

即平均服务时间为
１
μ
，亦即单位时间服务 μ人．

由题设计算 μ＝ ０􀆰 ９６（人 ／分），故假设 μ＝ ０􀆰 ９的负指数分布是可以接受的．
（３） 因为
λ＝ １􀆰 ５７（人 ／分），　 μ＝ ０􀆰 ９６（人 ／分）　 λ＞μ

若只设一个服务员，由于平均到达率大于平均服务率，将使队伍越排越长．
① 当 ｃ＝ ２时

ｐ＝ λ
ｃμ

＝ １􀆰 ６
２×０􀆰 ９

≈０􀆰 ９查表 １３ ３

Ｗｑ×μ＝ ４􀆰 ２６３ ２

Ｗｑ ＝
４􀆰 ２６３ ２
０􀆰 ９

＝ ４􀆰 ７４８分

② 当 ｃ＝ ３时

ｐ＝ λ
ｃμ

＝ １􀆰 ６
３×０􀆰 ９

≈０􀆰 ６查表 １３ ３

Ｗｑ×μ＝ ０􀆰 ２９５ ６

Ｗｑ ＝
０􀆰 ２９５ ６

μ
＝ ０􀆰 ２９５ ６

０􀆰 ９
≈０􀆰 ３３（分）

③ 当 ｃ＝ ４时

ｐ＝ λ
ｃμ

＝ １􀆰 ６
４×０􀆰 ９

＝ ０􀆰 ４４　 查表 １３ ３用插值法可得

Ｗｑ×μ＝ ０􀆰 ０５９ ７

Ｗｑ ＝
０􀆰 ０５９ ７

μ
＝ ０􀆰 ０５９ ７

０􀆰 ９
＝ ０􀆰 ０６７（分）

（４） 由 λ＝ １􀆰 ６人 ／分，则每天平均到达人数为：
１􀆰 ６×６０×８＝ ７６８（人）

需服务时间

Ｔ＝ ７６８
０􀆰 ９

＝ ８５３（分）

① 当 ｃ＝ ２时，损失值为：
４􀆰 ４３×７６８

６０
×６＋８

×６０×２－８５３
６０

×３≈３４６（元）

② 当 ｃ＝ ３时，损失值为：
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０􀆰 ３３×７６８
６０

×６＋８
×６０×３－８５３

６０
×３≈５５（元）

③ 当 ｃ＝ ４时，损失值为：
０􀆰 ０６７×７６８

６０
×６＋８

×６０×４－８５３
６０

×３≈５８（元）

为使总费用最小，应设 ３个服务台．
１３􀆰 ２　 某修理店只有一个修理工人，来修理的顾客到达次数服从泊松分布，平均每小时 ４ 人，修理

时间服从负指数分布，平均需 ６分钟，求：
（１） 修理店空闲时间概率；
（２） 店内有 ３个顾客的概率；
（３） 店内至少有 １个顾客的概率；
（４） 在店内顾客平均数；
（５） 在店内平均逗留时间；
（６） 等待服务的顾客平均数；
（７） 平均等待修理（服务）时间；
（８） 必须在店内消耗 １５分钟以上的概率．
【解】 　 由题设，系统为（Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／∞ ／∞）模型．

λ＝ ４人 ／小时；μ＝ ６０
６

＝ １０人 ／小时；ρ＝ λ
μ

＝ ４
１０

则

（１） ｐ０
＝ １－ρ＝ １－ ４

１０
＝ ３

５

（２） ｐ３
＝（１－ρ）ρ３ ＝ １－

４
１０( ) ４

１０( )
３

＝ ３８４
１０４

（３） 店内至少有一个顾客的概率为 １－ｐ０
＝ １－（１－ρ）＝ ρ＝ ４

１０

（４） Ｌｓ ＝
λ

μ－λ
＝ ４
１０－４

＝ ２
３
（人）

（５） Ｗｓ ＝
Ｌｓ

λ
＝ λ
λ（μ－ｘ）

＝ １
μ－λ

＝ １
１０－４

＝ １
６
（小时）

（６） Ｌｑ ＝
ρλ
μ－λ

＝

４
１０

×４

１０－４
＝ ４
１５

（人）

（７） Ｗｑ ＝
Ｌｑ

λ
＝ ρλ
μ－λ

· １
λ

＝ ρ
μ－λ

＝

４
１０

１０－４
＝ １
１５

（小时）

（８） 因为修理时间服从负指数分布

ｐ Ｔ≥
１５
６０{ } ＝ ｐ Ｔ≥

１
４{ } ＝ １－ｐ Ｔ≤

１
４{ } ＝ １－Ｆ １

４( )
＝ １－（１－ｅ－（μ－λ）× １

４ ）＝ ｅ－（１０－４）× １
４ ＝ｅ－ ３

２

１３􀆰 ３　 在某单人理发店顾客到达为泊松流，平均到达间隔为 ２０分钟，理发时间服从负指数分布，平
均时间为 １５分钟．求：

（１） 顾客来理发不必等待的概率；
（２） 理发店内顾客平均数；
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（３） 顾客在理发馆内平均逗留时间；
（４） 若顾客在店内平均逗留时间超过 １􀆰 ２５小时，则店主将考虑增加设备及理发员，问平均到达率

提高多少时店主才做这样考虑呢？
【解】 　 由题设，系统为 Ｍ ／ Ｍ ／ １排队模型．

λ＝ ６０
２０

＝ ３（人 ／ ｈ），　 μ＝ ６０
１５

＝ ４（人 ／ ｈ）

ρ＝ λ
μ

＝ ３
４

（１） ｐ０
＝ １－ρ＝ １－ ３

４
＝ １

４

（２） Ｌｓ ＝
λ

μ－λ
＝ ４
４－３

＝ ３（人）

（３） Ｗｓ ＝
Ｌｓ

λ
＝ １
μ－λ

＝ １
４－３

＝ １（ｈ）

（４） 由 Ｗｓ ＝
１

μ－λ
≥１􀆰 ２５

１
４－λ

≥１􀆰 ２５，则 λ≥３􀆰 ２

则 λ＝ ３􀆰 ２－３＝ ０􀆰 ２（人 ／ ｈ）
即平均到达率提高 ０􀆰 ２人 ／ ｈ时，店主才会考虑增加设备及理发员．

１３􀆰 ４　 在例 ３中（１）试求系统中（包括手术室和候诊室）有 ０、１、２、３、４、５个病人的概率．（２） 设 λ不
变而 μ是可控制的，证明：若医院管理人员认为使病人在医院平均耗费时间超过 ２小时是不允许的，那
么必须平均服务率 μ达到 ２􀆰 ６（人 ／小时）以上．

【解】 　 （１） 由 λ＝ ２􀆰 １，　 μ＝ ２􀆰 ５，有

ρ＝ λ
μ

＝ ２􀆰 １
２􀆰 ５

＝ ０􀆰 ８４

则

ｐ０
＝ １－ρ＝ １－０􀆰 ８４＝ ０􀆰 １６

ｐ１
＝ ｐ０ρ＝（１－ρ）ρ＝ ０􀆰 １６×０􀆰 ８４＝ ０􀆰 １３４

ｐ２
＝（１－ρ）ρ２ ＝ ０􀆰 １６×０􀆰 ８４２ ＝ ０􀆰 １１３

ｐ３
＝ ｐ０ｐ

３ ＝（１－ρ）ρ３ ＝ ０􀆰 １６×０􀆰 ８４３ ＝ ０􀆰 ０９５
ｐ４

＝ ｐ０ρ
４ ＝（１－ρ）ρ４ ＝ ０􀆰 １６×０􀆰 ８４４ ＝ ０􀆰 ０８

ｐ５
＝ ｐ０ρ

５ ＝（１－ρ）ρ５ ＝ ０􀆰 １６×０􀆰 ８４５ ＝ ０􀆰 ０６７
（２） 因为

Ｗｓ ＝
１

μ－λ
＝ １
μ－２􀆰 １

≤０􀆰 ５

则 μ－２􀆰 １≥０􀆰 ５，　 μ≥２􀆰 ６
即平均服务率 μ必须达到 ２􀆰 ６人 ／ ｈ以上．

１３􀆰 ５　 称顾客为等待所费时间与服务时间之比为顾客损失率，用 Ｒ表示．

（１） 试证：对于 Ｍ ／ Ｍ ／ １模型　 Ｒ＝ λ
μ－λ

（２） 在例 ３中仍设 λ不变，μ是可控制的，试定 μ使顾客损失率小于 ４．
【解】 　 在 Ｍ ／ Ｍ ／ １模型中：
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ｗｑ
＝ ρ
μ－λ

（其中 ρ＝ λ
μ
）

（１） 由题设定义有

Ｒ＝
Ｗｑ

１
μ

＝μ·Ｗｑ ＝μ
ρ

μ－λ
＝μ

λ
μ

μ－λ
＝ λ
μ－λ

（２） 要使 Ｒ＜４，λ不变，μ为可控制的，即
λ

μ－λ
＜４，即 ２􀆰 １

μ－２􀆰 １
＜４

μ－２􀆰 １＞２􀆰 １
４

，　 μ＞２􀆰 ６２（人 ／ ｈ）

当 μ大于 ２􀆰 ６２人 ／ ｈ时，顾客损失率小于 ４．
１３􀆰 ６　 设 ｎｓ 表示系统中顾客数，ｎｑ 表示队列中等候的顾客数，在单服务台系统中，我们有

ｎｓ
＝ｎｑ

＋１　 （ｎｓ，ｎｑ＞０）
试说明它们的期望值

Ｌｓ≠Ｌｑ＋１
Ｌｓ ＝Ｌｑ＋ρ

根据这关系式给 ρ以直观解释．
【解】 　 因为为单服务台，只有超过 １个顾客时，才会出现排队等待．

Ｌｑ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
（ｎ － １）ｐｎ ＝ ∑

∞

ｎ ＝ １
ｎｐｎ － ∑

∞

ｎ ＝ １
ｐｎ

＝ Ｌｓ － （∑
∞

ｎ ＝ １
ｐｎ － ｐ０）

＝ Ｌｓ － （１ － ｐ０）
＝ Ｌｓ － ρ

则 Ｌｓ ＝Ｌｑ＋ρ
由系统中的顾客数和等候服务的顾客数期望值之间的相差为 ρ，则 ρ的直观解释为服务台的忙的程度，
即服务台的利用率．

１３􀆰 ７　 某工厂为职工设立了昼夜 ２４小时都能看病的医疗室（按单服务台处理）．病人到达的平均间隔时
间为 １５分钟，平均看病时间为 １２分钟，且服从负指数分布，因工人看病每小时给工厂造成损失为 ３０元．

（１） 试求工厂每天损失期望值；
（２） 问平均服务率提高多少，方可使上述损失减少一半？
【解】 　 （１） 由题设为 Ｍ ／ Ｍ ／ １模型，且

μ＝ ６０
１２

，　 λ＝ ６０
１５

则 Ｗｓ ＝
１

μ－ｘ
＝ １
６０
１２

－６０
１５

＝ １
５－４

＝ １

即每位病人在系统中的时间期望值为 １小时．
而每天平均人数：
６０
１５

×２４＝ ９６

则工人每天损失期望值为
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１×９６×３０＝ ２ ８８０元．
（２） 由题设，要想使损失减少一半，则必须使得 Ｗｓ 减少一半．

则 Ｗｓ ＝
１
２
小时，即

１
μ－λ

＝ １
２
， １
μ－４

＝ １
２

μ＝ ６（人 ／ ｈ）
则平均服务率提高值为 ６－５＝ １（人 ／ ｈ）

１３􀆰 ８　 对于 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／∞ ／∞模型，在先到先服务情况下，试证：顾客排队等待时间分布概率密度是
ｆ（ｗｑ）＝ λ（１－ρ）ｅ－（μ－λ）ｗ

ｑ，ｗｑ＞０
并根据上式求等待时间的期望值 Ｗｑ ．

【解】 　 令 Ｎ１表示在统计平衡下一个顾客到达时刻看到系统中已有的顾客数，（还包括此顾客），Ｔｑ

表示在统计平衡下顾客的等待时间，则

ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ｝ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ，Ｎ１ ＝ ｎ｝

＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ ｜ Ｎ１ ＝ ｎ｝·ｐ｛Ｎ１ ＝ ｎ｝

设 ｐ｛Ｎ１ ＝ｎ｝ ＝ａｎ 有

ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ｝ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ａｎ·ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ ｜ Ｎ１ ＝ ｎ｝

则

ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ｝ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｐｎ·ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ ｜ Ｎ１ ＝ ｎ｝ ①

而服务台得空次数 ｍ（ ｔ）＜ｎ是新到顾客的等待时间 Ｔｑ＞ｔ的充要条件．则

ｐ｛Ｔｇ ＞ ｔ ｜ Ｎ１ ＝ ｎ｝ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ０
ｐ｛ｍ（ ｔ） ＝ ｋ｝，ｎ ≥ １ ②

另外，服务时间为负指数分布，参数为 μ，则

ｐ｛ｍ（ ｔ）＝ ｋ｝ ＝ｅ－μ ｔ（μｔ） ｋ

ｋ！
③

把③，②代入①式得

ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ｝ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
ｐｎ·∑

ｎ－１

ｋ ＝ ０
ｅ －μ ｔ （μｔ） ｋ

ｋ！
其中 ｐｎ ＝ ρ

ｎ（１－ρ），当 ｐ＜１，ｎ≥０时，有

ｐ｛Ｔｑ ＞ ｔ｝ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ １
ｐｎ ∑

ｎ－１

ｋ ＝ １
ｅ －μ ｔ （μｔ） ｋ

ｋ！

＝ ｅ －μ ｔ ∑
∞

ｋ ＝ ０

（μｔ） ｋ

ｋ！
·∑

∞

ｎ ＝ ｋ－１
ｐｎ

＝ ｅ －μ ｔ ∑
∞

ｋ ＝ ０

（μｔ） ｋ

ｋ！
（１ － ∑

ｋ

ｎ ＝ ０
ｐｎ）

＝ ｅ －μ ｔ ∑
∞

ｋ ＝ ０

（μｔ） ｋ

ｋ！
１ － （１ － ｐ） １ － ｐｋ＋１

１ － ｐ[ ]

＝ ｅ －μ ｔ ∑
∞

ｋ ＝ ０

（μｔ） ｋ

ｋ！
ρ ｋ＋１
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＝ ρｅ －μ ｔ ∑
∞

ｋ ＝ ０

（μｔ） ｋ

ｋ！
ρ ｋ

＝ ρｅ －μ ｔ ∑
∞

ｋ ＝ ０

（μρｔ） ｋ

ｋ！
＝ ρｅ －μ（１－ρ） ｔ，ｔ ≥ ０，ρ ＜ １

则顾客在系统中的等待时间分布为

Ｗｑ（ ｔ）＝ ｐ｛Ｔｑ ＝ ｔ｝ ＝ １－ｐ｛Ｔｑ＞ｔ｝ ＝ １－ρｅ－μ（１－ρ） ｔ，　 ｔ≥０，　 ρ＜１

ｆ［ｗｑ（ ｔ）］ ＝ｗ′ｑ（ ｔ）＝
１－ρ　 　 　 　 　 　 　 　 ｔ＝ ０
λ（１－ρ）ｅ－μ（１－ρ） ｔ ｔ＞０{

Ｅ［Ｗｑ（ ｔ）］ ＝ ∫＋∞

０
ｔ·λ（１ － ρ）ｅ －μ（１－ρ） ｔｄｔ

＝ λ（１ － ρ） － １
μ（１ － ρ）

ｔ － １
μ２（１ － ρ） ２

æ
è
ç

ö
ø
÷·ｅ －μ（１－ρ） ｔ｜ ＋∞

０ （分部积分的列表法）

＝ λ（１－ρ）
μ２（１－ρ） ２ ＝

λ
μ２（１－ρ）

１３􀆰 ９　 在 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ Ｎ ／∞模型中，如 ρ＝ １（λ＝μ），试证：（１３ ２４）式应为

Ｐ０ ＝Ｐ１ ＝…＝ １
Ｎ＋１

于是 Ｌｓ ＝Ｎ ／ ２
【解】 　 在 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ Ｎ ／∞模型中，其状态转移图如下：

图 １３ １

则 ｐｎ ＝
λ
μ
ｐｎ－１

又∵ ρ＝ １，则 ｐｎ ＝ ｐｎ－１，依此类推
ｐ０

＝ ｐ１
＝…＝ ｐＮ

又∵ ∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ｐｎ ＝ １，即 （ｐ０

＋ｐ２
＋…＋ｐＮ）＝ １

即（Ｎ＋１）ｐ０
＝ １

故 ｐ０
＝ １
Ｎ＋１

Ｌｓ ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ｎｐｎ ＝ ∑

Ｎ

ｎ ＝ ０
ｎ· １

Ｎ ＋ １

＝ １
Ｎ ＋ １∑

Ｎ

ｎ ＝ ０
ｎ ＝ １

Ｎ ＋ １
·Ｎ（Ｎ ＋ １）

２
＝ Ｎ

２
１３􀆰 １０　 对于 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ Ｎ ／∞模型，试证：

λ（１－Ｐｎ）＝ μ（１－Ｐ０）
并对上式给于直观的解释．

【解】 　 设 ρ＝ λ
μ
由 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ Ｎ ／∞模型的数字特征有
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ｐｎ ＝
λ
μ
ｐｎ－１ ＝ ρｐｎ－１

ｐ０
＝

１－ρ
１－ρＮ＋１ 　 ρ≠１

１
Ｎ＋１　 ρ＝ １

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

故

ｐｎ ＝

（１－ρ）ρ
１－ｐＮ＋１ 　 ρ≠１　 ０≤ｎ≤Ｎ

１
Ｎ＋１　 ρ＝ １

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

当 ρ＝ １时，ｐ０
＝ ｐＮ ＝

１
Ｎ＋１

，　 λ＝μ

显然 λ（１－ｐＮ）＝ μ（１－ｐ０）

当 ρ≠１时，ｐＮ ＝
（１－ｐ）ｐＮ

１－ｐＮ＋１ ，　 ｐ０
＝ １－ρ
１－ρＮ＋１

即

ρ（１－ｐＮ）＝ ρ １－
（１－ρ）ｐＮ

１－ρＮ＋１
æ
è
ç

ö
ø
÷

＝ ρ（１－ρ
Ｎ）

１－ρＮ＋１ ＝ ρ－ρ
Ｎ＋１

１－ρＮ＋１

１－ｐ０
＝ １－ １－ｐ

１－ρＮ＋１ ＝
ρ－ρＮ＋１

１－ρＮ＋１

则

ρ（１－ｐＮ）＝ １－ｐ０

即

λ
μ
（１－ｐＮ）＝ １－ｐ０

故

λ（１－ｐＮ）＝ μ（１－ｐ０）
由于系统的容量为 Ｎ，则有效到达率为：

λｅ ＝λ（ｐ０
＋ｐ１

＋…＋ｐＮ－１）＝ λ（１－ｐＮ）
则有效服务率为：

μｅ ＝μ（ｐ１
＋…＋ｐＮ）＝ μ（１－ｐ０）

当系统平衡时，有效到达率和有效服务率应当相等．即
λ（１－ｐＮ）＝ μ（１－ｐ０）
１３􀆰 １１　 某新工厂正在决定分配给一个特别的工作中心多少存贮空间．工作以平均每小时三个的泊

松分布被送到工作中心，工作中心每次只能执行一个工作，完成该工作所需要的时间遵从每小时 ０􀆰 ２５
个的指数分布．若工作到达时工作中心内已满，则工作需转放到一个不方便的地方．如果每个工作在工
作中心存放时需要一平方米的空间，工厂希望工作中心内的空间能够保证 ９０％的时间里容纳下全部到

达的工作，需要分配多少空间给工作中心？ 提示：几何数列的和∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ｘｎ ＝ １ － ｘＮ＋１

１ － ｘ( )
【解】 　 此属于 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ Ｎ ／∞类型，
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λ＝ ３个 ／小时，μ＝ ４个 ／小时，ρ＝ λ
μ

＝ ３
４

拒绝率为 ＰＮ ＝ ρＮＰ０ ＝
３
４( )

Ｎ

× １－ρ
１－Ｎ＋１

若要求 ＰＮ ＝ １－０．９＝ ０．１，即 ３
４( )

Ｎ

×
１－

３
４

１－
３
４( )

Ｎ＋１ ＝ ０．１，

得
５
２

＋ ３
４

＝ ４
３( )

Ｎ

所以 Ｎ＝ ｌｏｇ ４
３
３．２５＝ ４．０９７≈４

故需要分配 ４平方米空间给工作中心。
１３􀆰 １２　 在习题 １３􀆰 ２中，如店内已有 ３个顾客，那么后来的顾客即不再排队，其他条件不变．试求
（１） 店内空闲的概率；
（２） 各运行指标 Ｌｓ，Ｌｑ，Ｗｓ，Ｗｑ ．
【解】 　 系统为 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ Ｎ ／∞排队模型．

Ｎ＝ ３，λ＝ ４人 ／ ｈ，　 μ＝ １０人 ／ ｈ，　 ρ＝ λ
μ

＝ ４
１０

＝ ０􀆰 ４

（１） 店内空闲的概率为

ｐｏ ＝
１－ρ

１－ρＮ＋１ ＝
１－０􀆰 ４
１－０􀆰 ４４ ＝ ０􀆰 ６２

（２） Ｌｓ ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ ０
ｎｐｎ ＝ ρ

１ － ρ
－ （Ｎ ＋ １）ρＮ＋１

１ － ρＮ＋１
＝ ０􀆰 ４
１－０􀆰 ４

－（３＋１）０􀆰 ４
３＋１

１－０􀆰 ４３＋１ ≈０􀆰 ７７

Ｌｑ ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ ２
（ｎ － １）ｐｎ ＝ Ｌｓ － （１ － ｐ０） ＝ ０􀆰 ７７ － （１ － ０􀆰 ６２） ＝ ０􀆰 ３９

Ｗｓ ＝
Ｌｓ

λｅ
＝

Ｌｓ

μ（１－ｐ０）
＝ ０􀆰 ７７
１０×（１－０􀆰 ６２）

＝ ０􀆰 ２

Ｗｑ ＝ｗｓ
－ １
μ

＝ ０􀆰 ２－ １
１０

＝ ０􀆰 １

１３􀆰 １３　 在习题 １３􀆰 ２中，若顾客平均到达率增加到每小时 １２ 人，仍为泊松流，服务时间不变，这时
增加了一个工人．

（１） 根据 λ ／ μ的值说明增加工人的原因．
（２） 增加工人后求店内空闲概率；店内有 ２个或更多顾客（即工人繁忙）的概率．
（３） 求 Ｌｓ，Ｌｑ，Ｗｓ，Ｗｑ ．
【解】 　 （１） 由题设，λ＝ １２人 ／ ｈ，μ＝ １０人 ／ ｈ．
当 ｃ＝ １时，λ＞μ，则系统的输入率大于输出率．显然，队列越来越长，故要增加工人．
（２） 增加一个工人后，系统变为 Ｍ ／ Ｍ ／ ２排队系统．ｃ＝ ２

图 １３ ２
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ρｃ ＝
λ
ｃμ

＝ １２
２×１０

＝ ０􀆰 ６＜１

ρ＝ λ
μ

＝ １２
１０

＝ １􀆰 ２

ｐ｛ｎ ≥ ２｝ ＝ ∑
∞

ｎ ＝ ２

１
ｃ！ ｃｎ－ｃ

λ
μ( )

ｎ

ｐ０
＝ １ － ｐ０

－ ｐ１

则 ｐ０
＝ １＋ρ＋

１
ｃ！

× １
１－ｐｃ

λ
μ( )

ｃ

[ ]
－１

＝ １＋１􀆰 ２＋
１􀆰 ２２

２！
× １
１－０􀆰 ６[ ]

－１

＝ １＋１􀆰 ２＋
１􀆰 ２×０􀆰 ６

０􀆰 ４[ ]
－１

＝［１＋１􀆰 ２＋１􀆰 ８］ －１

＝ １
４

ｐ１
＝ ρｐ０

＝ １２
１０

× １
４

＝ ３
１０

则 ｐ｛ｎ≥２｝ ＝ １－ｐ０
－ｐ１

＝ １－ １
４

－ ３
１０

＝ ０􀆰 ４５

（３） ｐ２
＝ １

２
× １２

１０( )
２

× １
４

＝ ０􀆰 １８

Ｌｑ ＝
ρｃ

（１－ρｃ） ２ｐｃ

＝ ０􀆰 ６
（１－０􀆰 ６） ２×０􀆰 １８＝

６０
４×４

×０􀆰 １８＝ ２７
４０

Ｌｓ ＝Ｌｑ＋ρ＝
２７
４０

＋１２
１０

＝ ７５
４０

＝ １５
８

Ｗｓ ＝
Ｌｓ

λ
＝

１５
８
１２

＝ １５
９６

Ｗｑ ＝
Ｌｑ

λ
＝

２７
４０
１２

＝ ２７
４８０

１３􀆰 １４　 有 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ ５ ／∞模型，平均服务率 μ＝ １０，就两种到达率：λ ＝ ６，λ ＝ １５（分钟）已计算出相应
的概率 Ｐｎ 如表 １３ ４所示．试就这两种情况计算：

表 １３ ４

系统中顾客数 ｎ （λ＝ ６）Ｐｎ （λ＝ １５）Ｐｎ

０ ０􀆰 ４２ ０􀆰 ０５

１ ０􀆰 ２５ ０􀆰 ０７

２ ０􀆰 １５ ０􀆰 １１

３ ０􀆰 ０９ ０􀆰 １６

４ ０􀆰 ０５ ０􀆰 ２４



第 １３章　 排队论 ２５１　　 　

５ ０􀆰 ０４ ０􀆰 ３７

　 　 （１） 有效到达率和服务台的服务强度；
（２） 系统中平均顾客数；
（３） 系统的满员率；
（４） 服务台应从那些方面改进工作？ 理由是什么？
【解】 　 （Ⅰ） 因为排队模型为 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ ５ ／∞，则当 μ＝ １０，λ＝ ６时，有

ｐＮ ＝ ｐ５
＝ ０􀆰 ０４，　 ρ＝ λ

μ
＝ ６
１０

＝ ０􀆰 ６

（１） 有效到达率为：
λｅ ＝λ（１－ｐ５）＝ ６×（１－０􀆰 ０４）＝ ５􀆰 ７６
服务台的服务强度为：

ρ＝
λｅ

μ
＝
λ（１－ｐ５）

μ
＝ ６×（１－０􀆰 ０４）

１０
＝ ０􀆰 ５７６

（２） 系统中平均等待顾客数为：

Ｌｑ ＝ ｐ０
× ρｃ－１

（ｃ－１）！ （ｃ－ρ） ２［１－ρ
Ｎ－ｃ
ｃ －（Ｎ－ｃ）×（１－ρｃ）×ρｃ Ｎ

－ｃ］

＝ ０􀆰 ４２× ０􀆰 ６０

０！ （１－０􀆰 ６）
［１－０􀆰 ６４－（５－１）（１－０􀆰 ６）×０􀆰 ６５－１］

＝ ０􀆰 ６９６ ２
则系统中平均顾客数为

Ｌｓ ＝Ｌｑ＋
λｅ

μ
＝ ０􀆰 ６９６ ２＋５􀆰 ７６

１０
＝ １􀆰 ２７２ ２

（３） 系统的满足率为：ｐ５
＝ ０􀆰 ０４

（４） 由于 ｐ０
＝ ０􀆰 ４２，即系统中没有顾客的概率比重大，服务台增加服务强度．

当 μ＝ １０，λ＝ １５时，ρ＝ λ
μ

＝ １５
１０

＝ １􀆰 ５

（Ⅱ） 当 μ＝ １０，λ＝ １５时，Ｐ５ ＝ ０．３７
（１） 有效到达率为
λｅ ＝λ（１－ｐＮ）＝ １５×（１－ｐ５）＝ １５×（１－０􀆰 ３７）＝ ９􀆰 ４５
服务台的强度为

ρ＝
λｅ

μ
＝
λ（１－ｐ５）

μ
＝ １５（１－０􀆰 ３７）

１０
＝ ０􀆰 ９４５

（２） 系统平均排队等待服务的顾客数为

Ｌｑ ＝ ｐ０
× ρｃ＋１

（ｃ－１）！ （ｃ－ｐ） ２［１－ρ
Ｎ－ｃ
ｃ －（Ｎ－ｃ）×（１－ρｃ）ρＮ

－ｃ
ｃ ］

＝ ０􀆰 ０３× １􀆰 ５２

（１－１􀆰 ５） ２［１－１􀆰 ５
５－１－（５－１）×（１－１􀆰 ５）×１􀆰 ５５－１］

≈１􀆰 ６４

则 Ｌｓ ＝Ｌｑ＋
λｅ

μ
＝ １􀆰 ６４＋９􀆰 ４５

１０
＝ ２􀆰 ５８５

（３） 系统的满足率为：ｐ５
＝ ０􀆰 ３７

（４） 由 λ
μ

＝ １５
１０

＝ １􀆰 ５＞１，即 λ＞μ．
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如防止排队队长增大而等待空间有限，而使有些顾客待不到服务而自动离开，因而，服务台应提高
服务率．

１３􀆰 １５　 对于 Ｍ ／ Ｍ ／ １ ／ ｍ ／ ｍ模型，试证

Ｌｓ ＝ｍ－
μ（１－Ｐｎ）

λ
并给于直观解释．

【证】 　 由于系统的有效服务率为：
μｅ ＝μ（１－ｐ０）

Ｌｓ 表示系统中平均出故障的机器数，则系统外的机器平均数为（ｍ－Ｌｓ），则系统的有效到达率，即 ｍ 台
机器单位时间内实际发生故障的平均数为：

λｅ ＝λ（ｍ－Ｌｓ）
当系统达到平衡时

λｅ ＝μｅ

则 μ（１－ｐ０）＝ λ（ｍ－Ｌｓ）

故 Ｌｓ ＝ｍ－
μ（１－ｐ０）

λ
１３􀆰 １６　 对于 Ｍ ／ Ｍ ／ ｃ ／∞ ／∞模型，μ是每个服务台的平均服务率，试证：
（１） Ｌｓ－Ｌｑ ＝λ ／ μ

（２） λ ＝ μ［ｃ － ∑
ｃ

ｎ ＝ ０
（ｃ － ｎ）Ｐｎ］

并给于直观解释．
［注］　 在单服务台情况，（１）式是很容易解释的．但是 ｃ个服务台时，其结果仍相同，且与 ｃ无关，这

是引人注意的．

【解】 　 （１） 因 Ｌｓ ＝Ｌｑ＋ｃ，ｃ为系统服务台的平均忙的个数，即为服务台的强度 ρ，故
Ｌｓ－Ｌｑ ＝ ρ＝λ ／ μ

（２） ρ ＝ ∑
ｃ－１

ｎ ＝ ０
ｎｐｎ ＋ ｃ∑

∞

ｎ ＝ ｃ
ｐｎ

＝ ∑
ｃ－１

ｎ ＝ ０
ｎｐｎ ＋ ｃ［１ － ∑

ｃ－１

ｎ ＝ ０
ｐｎ］

＝ ｃ － ∑
ｃ－１

ｎ ＝ ０
（ｃ － ｎ）ｐｎ

＝ ｃ － ∑
ｃ

ｎ ＝ ０
（ｃ － ｎ）ｐｎ

而 ρ＝ λ
ｕ

则 λ ＝ μρ ＝ μ［ｃ － ∑
ｃ－１

ｎ ＝ ０
（ｃ － ｎ）ｐｎ］ ＝ μ［ｃ － ∑

ｃ

ｎ ＝ ０
（ｃ － ｎ）ｐｎ］

其中， ［ｃ －∑
ｃ－１

ｎ ＝ ０
（ｃ － ｎ）ｐｎ］为系统服务台的平均空闲个数．则 ｃ －∑

ｃ

ｎ ＝ ０
（ｃ － ｎ）ｐｎ为系统服务台的平均忙的

个数．即为服务台的强度 ρ．
１３􀆰 １７　 机场有两条跑道，一条专供起飞用，一条专供降落用．已知要求起飞和降落的飞机都分别按

平均每小时 ２５架次的泊松流到达，每架飞机起飞或降落占用跑道的时间都服从平均 ２分钟的负指数分
布．又设起飞和降落是彼此无关的．

（１） 试求一架飞机起飞或降落为等待使用跑道所需的平均时间；
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（２） 若机场拟调整使用跑道办法，每条跑道都可做起飞或降落用．但为了安全，每架飞机占用跑道
时间延长为平均 ２􀆰 １６分钟的负指数分布，这时要求起飞和要求降落的飞机将混合成一个参数为 ５０ 架
次 ／小时的泊松到达流．试计算这种情形下的平均等待时间．

（３） 以上两种办法哪个更好些呢？
【解】 　 （１） 本题的排队模型属于 Ｍ ／ Ｍ ／ １排队系统，

Ｍ＝ ６０
２

＝ ３０（架 ／小时），λ＝ ２５（架 ／小时）

ρ＝ λ
Ｍ

＝ ２５
３０

＝ ５
６

等待使用跑道所需的平均时间为

ｗｑ ＝
ρ２

λ（１－ρ）
＝

５
６( )

２

２５ １－
５
６( )

＝ １
６
（小时）＝ １０（分钟）

（２） 本题的排队模型为 Ｍ ／ Ｍ ／ ２排队系统

Ｍ＝ ６０
２．１６

＝ ２５０
９

（架 ／小时），λ＝ ５０（架 ／时），Ｃ＝ ２，

ρ＝ λ
ｃμ

＝ ５０

２×
２５０
９

＝ ９
１０

　 λ
μ

＝ ５０
２５０
９

＝ １８
１０

平均等待时间

ｗｑ ＝
Ｌｑ

λ
＝ １
λ

（ｃρ） ｃρ
ｃ！ （１－ρ） ２ｐ０ ＝

１
λ

（ｃρ） ｃρ
ｃ！ （１－ρ） ２ ∑

ｃ－１

ｋ ＝ ０

１
ｋ！

λ
μ( )

ｋ

＋

λ
μ( )

ｃ

ｃ！ （１ － ρ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

－１

＝ １
５０

２×
９
１０( )

２

·
９
１０

２！ １－
９
１０( )

２ １＋
１８
１０

＋

１８
１０( )

２

２ １－
９
１０( )

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

－１

２×９３

５００
× １０
１９０

＝ ９．２（分钟）

（３） 显然，每条跑道都可做起飞或者降落用比较好．
１３􀆰 １８　 车间内有 ｍ台机器，有 ｃ个修理工（ｍ＞ｃ） ．每台机器发生故障率为 λ，符合 Ｍ ／ Ｍ ／ ｃ ／ ｍ ／ ｍ 模

型，试证：
Ｗｓ

１
λ( ) ＋Ｗｓ

＝
Ｌｓ

ｍ

并说明上式左右两端的概率意义．
【解】 　 由题设，排队模型为 Ｍ ／ Ｍ ／ ｃ ／ ｍ ／ ｍ模型．
由 １３．１４题可知
λｅ ＝λ（ｍ－Ｌｓ）

故

Ｗｓ ＝
Ｌｓ

λｅ
＝

Ｌｓ

λ（ｍ－Ｌｓ）
则
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Ｗｓ

１
λ

＋Ｗｓ

＝

Ｌｓ

λ（ｍ－Ｌｓ）
１
λ

＋
Ｌｓ

λ（ｍ－Ｌｓ）

＝

Ｌｓ

λ（ｍ－Ｌｓ）
ｍ

λ（ｍ－Ｌｓ）

＝
Ｌｓ

ｍ

一个周期为发生故障的机器在系统中逗留时间 Ｗｓ 加上机器连续正常工作时间
１
λ

，则
Ｗｓ

１
λ

＋Ｗｓ

为服务台

忙的概率．而服务台忙的概率也为
Ｌｓ

ｍ
．故

Ｗｓ

１
λ

＋Ｗｓ

＝
Ｌｓ

ｍ

１３􀆰 １９　 在例 ９中如售票处使用自动售票机，顾客在窗口前的服务时间将减少 ２０％．这时认为服务
时间分布的概率密度是

ｆ（ ｚ）＝
１􀆰 ２５ｅ－１􀆰 ２５ｚ＋１ 　 ｚ≥０􀆰 ８
０ ｚ＜０􀆰 ８{

（这里的服务时间 ｚ与例 ９中（２）的 ｙ关系很相似 ｚ＝ ０􀆰 ８ｙ）再求顾客的逗留时间和等待时间．
【解】 　 由题设有

λ＝ １
２􀆰 ５

＝ ０􀆰 ４＝ ２
５
，μ＝ １

２×（１－２０％）
＝ ５

８

ρ＝ λ
μ

＝ ２ ／ ５
５ ／ ８

＝ １６
２５

由

ｆ（ ｚ）＝
１􀆰 ２５ｅ－１􀆰 ２５ｚ＋１，　 ｚ≥０􀆰 ８
０， ｚ＜０􀆰 ８{

则

ｆ（ ｚ）＝
１􀆰 ２５ｅ－１􀆰 ２５（ ｚ－０􀆰 ８） ，　 ｚ≥０􀆰 ８
０， ｚ＜０􀆰 ８{

令 ｘ＝ ｚ－０􀆰 ８，则

ｆ（ｘ）＝
１􀆰 ２５ｅ－１􀆰 ２５ｘ，　 ｘ≥０
０， ｚ＜０{

则

Ｅ（ｘ）＝ １
１􀆰 ２５

＝ ０􀆰 ８

Ｖａｒ（ｘ）＝ １
１􀆰 ２５２ ＝ ０􀆰 ６４

Ｅ（ ｚ）＝ Ｅ（ｘ＋０􀆰 ８）＝ Ｅ（ｘ）＋０􀆰 ８
＝ ０􀆰 ８＋０􀆰 ８＝ １􀆰 ６

Ｖａｒ（ ｚ）＝ Ｖａｒ［ｘ＋０􀆰 ８］ ＝Ｖａｒ［ｘ］ ＝ ０􀆰 ６４

Ｌｓ ＝ ρ＋ρ
２＋λ２Ｖａｒ［ ｚ］
２（１－ρ）

＝ ０􀆰 ６４＋０􀆰 ６４
２＋０􀆰 ４２×０􀆰 ６４

２（１－０􀆰 ６４）
≈１􀆰 ６７

Ｌｑ ＝Ｌｓ－ｐ＝ １􀆰 ６７－０􀆰 ６４＝ １􀆰 ０３

Ｗｓ ＝
Ｌｓ

λ
＝ １􀆰 ６７

０􀆰 ４
＝ ４􀆰 ２（分）
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Ｗｑ ＝
Ｌｑ

λ
＝ １􀆰 ０３

０􀆰 ４
＝ ２􀆰 ６（分）

故，顾客的逗留时间为 ４􀆰 ２分，等待时间为 ２􀆰 ６分．
１３􀆰 ２０　 在第 ２题中，如服务时间服从正态分布，数学期望值仍是 ６分钟，方差 σ２ ＝ １ ／ ８，求店内顾客

数的期望值．

【解】 　 λ＝ ４，　 Ｅ［Ｔ］ ＝ １
１０

（ｈ），　 μ＝ １
Ｅ［Ｔ］

＝ １０

ρ＝ λ
μ

＝ ４
１０

＝ ２
５

σ２ ＝ １
８
，即 Ｖａｒ［Ｔ］ ＝ ８

则店内顾客数的期望值为：

Ｌｓ ＝ ρ＋ρ
２＋λ２Ｖａｒ［Ｔ］
２（１－ρ）

＝ ２
５

＋

２
５

＋１６×
１
８

２× １－
２
５( )

＝ １１
５

即店内顾客数的平均值为
１１
５
．

１３􀆰 ２１　 一个办事员核对登记的申请书时，必须依次检查 ８张表格，核对每份申请书需 １分钟．顾客
到达率为每小时 ６人，服务时间和到达间隔均为负指数分布，求

（１） 办事员空闲的概率
（２） Ｌｓ，Ｌｑ，Ｗｓ 和 Ｗｑ

【解】 　 由题设知，此排队系统为 Ｍ ／ Ｅｋ ／ １排队系统．
ｋ＝ ８，　 μ＝ ６０，　 λ＝ ６

Ｅ［Ｔ］ ＝ １
μ

＝ １
６０

，　 Ｖａｒ［Ｔ］ ＝ １
ｋ２μ２ ＝

１
８２×６０２

ρ＝ λ
μ

＝ ６
６０

＝ １
１０

（１） 办事员空闲的概率为：

ｐ０
＝ １－ρ＝ １－ １

１０
＝ ９
１０

（２） Ｌｓ ＝ ρ＋ρ
２＋λ２Ｖａｒ［Ｔ］
２（１－ρ）

＝ ρ＋（Ｋ
＋１）ρ２

２ｋ（１－ρ）

＝ １
１０

＋
（８＋１）×

１
１０( )

２

２ １－
１
１０( ) ×８

＝ １７
１６０

Ｌｑ ＝ （ｋ＋１）ρ２

２ｋ（１－ρ）
＝
（８＋１）×

１
１０( )

２

２×８× １－
１
１０( )

＝ １
１６０

Ｗｓ ＝
Ｌｓ

λ
＝

１７
１６０
６

＝ １７
９６０

（ｈ），　 Ｗｑ ＝
Ｌｑ

λ
＝

１
１６０
６

＝ １
９６０

（ｈ）

１３􀆰 ２２　 对于单服务台情形，试证：



　 ２５６　　 运筹学全程学习指导与习题精解

（１） 定长服务队列 Ｌ（１）
ｑ 是负指数服务队列 Ｌ（２）

ｑ 的一半；
（２） 定长服务时间 Ｗ（１）

ｑ 是负指数服务时间 Ｗ（２）
ｑ 的一半．

【解】 　 由 Ｍ ／ Ｅｋ ／ １排队系统可知

Ｌｑ ＝
ρ２

１－ρ
－（ｋ－１）ρ

２

２ｋ（１－ρ）

Ｗｑ ＝
ρ

μ（１－ρ）
－ （ｋ－１）ρ
２ｋμ（１－ρ）

当 ｋ＝ １时，则 Ｍ ／ Ｅｋ ／ １模型变为 Ｍ ／ Ｍ ／ １模型．即

Ｌ（２）
ｑ ＝ ρ２

１－ρ
－（１－１）ρ

２

２（１－ρ）
＝ ρ２

１－ρ

Ｗ（２）
ｑ ＝ ρ

μ（１－ρ）
－ （１－１）ρ
２μ（１－ρ）

＝ ρ
μ（１－ρ）

当 ｋ→∞时，则 Ｅｋ 分布成为定长服务时间分布．即 Ｍ ／ Ｄ ／ １排队模型，则

Ｌ（１）
ｑ ＝ ｌｉｍ

ｋ→∞

ρ２

１－ρ
－（ｋ

－１）ρ２

２ｋ（１－ρ）[ ] ＝ ρ２

１－ρ
－ｌｉｍ
ｋ→∞

（ｋ－１）ρ２

２ｋ（１－ρ）

＝ ρ２

１－ρ
－ ρ２

２（１－ρ）
＝ １

２
ρ２

１－ρ

Ｗ（１）
ｑ ＝ ｌｉｍ

ｋ→∞

ρ
μ（１－ρ）

－ （ｋ－１）ρ
２ｋμ（１－ρ）[ ]

＝ ρ
μ（１－ρ）

－ｌｉｍ
ｋ→∞

（ｋ－１）ρ
２ｋμ（１－ρ）

＝ ρ
μ（１－ρ）

－ １
２

ρ
μ（１－ρ）

＝ １
２

ρ
μ（１－ρ）

则

Ｌ（１）
ｑ ＝ １

２
Ｌ（２）
ｑ ，　 Ｗ（１）

ｑ ＝ １
２
Ｗ（２）

ｑ
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第 １４章　 存储论

１􀆰 掌握几种确定型存储模型．
２􀆰 了解随机单周期库存模型．

１􀆰 一个存储问题包括的基本要素有：
（１） 需求率．
（２） 订货批量．
（３） 订货间隔期．
（４） 订货提前期．
２􀆰 与存储问题有关的基本费用项目有：
（１） 一次费用或准备结束费用．
（２） 存储费用．
（３） 短缺损失费用．
３􀆰 在一个存储问题中主要考虑：供应（需求）量的多少，简称量的问题；何时供应（需求），简称期的
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问题，按期与量这两个参数的确定性或随机性，将存贮模型分为确定性存贮模型与随机性存贮模型．

１４􀆰 １　 设某工厂每年需用某种原料 １ ８００ 吨，不需每日供应，但不得缺货．设每吨每月的保管费为
６０元，每次订购费为 ２００元，试求最佳定购量．

【解】 　 由题意，该问题属于“不允许缺货，生产时间很短”模型，由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０ ．其中 Ｃ３为订购

费，Ｒ为需求速度，Ｃ１为存贮费．

Ｑ０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

＝
２×２００×

１ ８００
１２

６０
≈３２

所求最佳订购量为 ３２吨．
１４􀆰 ２　 某公司采用无安全存量的存贮策略．每年使用某种零件 １００ ０００ 件，每件每年的保管费用为

３０元，每次订购费为 ６００元，试求：
（１） 经济订购批量．
（２） 订购次数．
【解】 　 （１） 由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，其中 Ｃ３为订购费，Ｒ为需求速度，Ｃ１为存贮费，得

Ｑ０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

＝ ２×６００×１００ ０００
３０

＝ ２ ０００（件）

故经济批量为 ２ ０００件．

（２） 由 ｎ∗ ＝ Ｒ
Ｑ０

＝ １００ ０００
２ ０００

＝ ５０

故订购次数为 ５０次．
１４􀆰 ３　 设某工厂生产某种零件，每年需要量为 １８ ０００ 个，该厂每月可生产 ３ ０００ 个，每次生产的装

配费为 ５ ０００元，每个零件的存贮费为 １􀆰 ５元，求每次生产的最佳批量．
【解】 　 由题意，该问题属于“不允许缺货，生产需一定时间”模型．
已知 Ｃ３ ＝ ５ ０００，　 Ｃ１ ＝ １􀆰 ５，　 Ｐ＝ ３ ０００，Ｒ＝ １８ ０００÷１２＝ １ ５００

由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，得

Ｑ０ ＝
２Ｃ３ＲＰ

Ｃ１（Ｐ－Ｒ）
＝ ２×５ ０００×１ ５００×３ ０００

１􀆰 ５×（３ ０００－１ ５００）
≈４ ４７２（个）

所以每次生产的最佳批量为 ４ ４７２个．
１４􀆰 ４　 某产品每月用量为 ４件，装配费为 ５０元，存贮费每月每件为 ８元，求产品每次最佳生产量及

最小费用．若生产速度每月可生产 １０件，求每次生产量及最小费用．
【解】 　 （１） 由题意，该问题属于“不允许缺货，生产时间很短”模型．
已知 Ｃ３ ＝ ５０，　 Ｒ＝ ４，　 Ｃ１ ＝ ８

由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，得

Ｑ０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

＝ ２×５０×４
８

≈７（件）

最小费用为

Ｃ０ ＝ ２Ｃ１Ｃ３Ｒ ＝ ２×８×５０×４≈５６􀆰 ６（元）
（２） 该问题属于“不允许缺货，生产需一定时间”模型
已知 Ｃ３ ＝ ５０，　 Ｃ１ ＝ ８，　 Ｐ＝ １０，　 Ｒ＝ ４

由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，得
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Ｑ０ ＝
２Ｃ３ＲＰ

Ｃ１（Ｐ－Ｒ）
＝ ２×５０×４×１０

８×（１０－４）
≈９（件）

最小费用为

Ｃ０ ＝
２Ｃ１Ｃ３Ｒ（Ｐ－Ｒ）

Ｐ
＝ ２×８×５０×４×（１０－４）

１０
≈４３􀆰 ８（元）

所以，若生产时间很短，则最佳生产量为 ７件，最小费用为 ５６􀆰 ６元．
若生产速度为 １０件 ／月，则最佳生产量为 ９件，最小费用为 ４３􀆰 ８元．
１４􀆰 ５　 每月需要某种机械零件 ２ ０００ 件，每件成本 １５０ 元，每年的存贮费用为成本的 １６％，每次订

购费 １００元，求 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 及最小费用．
【解】 　 由题意，该问题属于“不允许缺货，生产时间很短”模型．
已知 Ｃ３ ＝ １００，　 Ｒ＝ ２ ０００×１２＝ ２４ ０００，　 Ｃ１ ＝ １５０×１６％ ＝ ２４

由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，得

Ｑ０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

＝ ２×１００×２４ ０００
２４

≈４４７（件）

最小费用为

Ｃ０ ＝ ２Ｃ１Ｃ３Ｒ ＝ ２×２４×１００×２４ ０００≈１０ ７３３（元）
所以，最佳批量为 ４４７件，最小费用为 １０ ７３３元．

１４􀆰 ６　 在 １４􀆰 ５题中如允许缺货，求库存量 ｓ，及最大缺货量，设缺货费为 Ｃ２ ＝ ２００元．
【解】 　 该问题属于“允许所货，生产时间很短”模型．
已知 Ｃ１ ＝ ２４，　 Ｃ２ ＝ ２００，　 Ｃ３ ＝ １００，　 Ｒ＝ ２４ ０００

Ｓ ＝
２Ｃ２Ｃ３Ｒ

Ｃ１（Ｃ１＋Ｃ２）
＝ ２×２００×１００×２４ ０００

２４×（２４＋２００）
≈４２３件

最大缺货量为

Ｑ－Ｓ ＝
２ＲＣ１Ｃ３

Ｃ２（Ｃ１＋Ｃ２）
＝ ２×２４ ０００×２４×１００

２００×（２４＋２００）
≈５０（件）

所以库存量 Ｓ为 ４２３件，最大缺货量为 ５０件．
１４􀆰 ７　 某制造厂每周购进某种机械零件 ５０件，订购费为 ４０元，每周保管费为 ３􀆰 ６元．
（１） 求 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰
（２） 该厂为少占用流动资金，希望存贮量达到最低限度，决定宁可使总费用超过最低费用的 ４％作

为存贮策略，问这时订购批量为多少？
【解】 　 （１） 该问题属于“不允许缺货，生产时间很短”模型
已知 Ｒ＝ ５０，　 Ｃ３ ＝ ４０，　 Ｃ１ ＝ ３􀆰 ６

由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，得

Ｑ０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

＝ ２×４０×５０
３􀆰 ６

＝ １０
３
≈３３􀆰 ３

而

Ｃ（Ｑ）＝
Ｃ３Ｒ
Ｑ

＝ １
２
Ｃ１Ｑ

故

Ｃ（３３）＝ ４０×５０
３３

＋ １
２

×３􀆰 ６×３３≈１２０􀆰 ００６

Ｃ（３４）＝ ４０×５０
３４

＋ １
２

×３􀆰 ６×３４≈１２０􀆰 ０２
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∵ Ｃ（３３）＜Ｃ（３４）
∴ Ｑ∗ ＝ ３３
（２） 由题意得
Ｃ３Ｒ
Ｑ′

＋ １
２
Ｃ１Ｑ′＝ １２０􀆰 ００６×（１＋４％）

代入数据整理得

１􀆰 ８Ｑ′２－１２０􀆰 ００６×１􀆰 ０４Ｑ′＋４×５０＝ ０
解得 Ｑ′１ ＝ ４４，　 Ｑ′２ ＝ ２５
为了少占用流动资金

所以取 Ｑ′＝ ２５件
１４􀆰 ８　 某公司采用无安全存量的存贮策略，每年需电感 ５ ０００个，每次订购费 ５００元，保管费用每年

每个 １０元，不允许缺货．若采购少量电感每个单价 ３０元，若一次采购 １ ５００个以上则每个单价 １８元，问
该公司每次应采购多少个？

（提示：本题属于订货量多，价格有折扣的类型．即订货费 Ｃ３＋ＫＱ，Ｋ为阶梯函数．）
【解】 　 已知 Ｒ＝ ５ ０００，　 Ｃ３ ＝ ５００，　 Ｃ１ ＝ １０

电感单价为一分段函数

Ｋ（Ｑ）＝
３０元　 　 Ｑ＜１ ５００
１８元 Ｑ≥１ ５００{

由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，得

Ｑ０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

＝ ２×５００×５ ０００
１０

≈７０７（个）

分别计算每次订购 ７０７个和 １ ５００个电感平均每单位电感所需的费用

ＣⅠ（Ｑ０）＝
１
２
Ｃ１

Ｑ０

Ｒ
＋
Ｃ３

Ｑ０
＋Ｋ１

＝ １
２

×１０× ７０７
５ ０００

＋５００
７０７

＋３０

≈３１􀆰 ４１４（元 ／个）

ＣⅡ（Ｑ１）＝
１
２
Ｃ１

Ｑ１

Ｒ
＋
Ｃ３

Ｑ１
＋Ｋ２

＝ １
２

×１０×１ ５００
５ ０００

＋ ５００
１ ５００

＋１８

＝ １９􀆰 ８３（元 ／个）
∵ ＣⅡ（Ｑ１）＜ＣⅠ（Ｑ０）

所以取 Ｑ∗ ＝ １ ５００个，即该公司每次应采购 １ ５００个．
１４􀆰 ９　 某工厂的采购情况为
采购数量（单位）　 　 　 　 单价（元）
０～１ ９９９ １００
２ ０００以上 ８０

假设年需要量为 １０ ０００，每次订货费为 ２ ０００元，存贮费率为 ２０％，则每次应采购若干？
【解】 　 已知 Ｒ＝ １０ ０００，　 Ｃ３ ＝ ２ ０００

单价 Ｋ（Ｑ）为一分段函数

Ｋ（Ｑ）＝
１００元　 Ｑ＜２ ０００
８０元 Ｑ≥２ ０００{
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Ｋ１ ＝ １００时，Ｃ１ ＝ １００×２０％ ＝ ２０
Ｋ２ ＝ ８０时，Ｃ′１ ＝ ８０×２０％ ＝ １６
当 Ｃ１ ＝ ２０时
由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，得

Ｑ０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

＝ ２×２ ０００×１０ ０００
２０

≈１ ４１４＜２ ０００

当 Ｃ′１ ＝ １６时
由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ′０，得

Ｑ′０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ′１

＝ ２×２ ０００×１０ ０００
１６

≈１ ５８１＜２ ０００

不符合题意应舍去（∵ Ｃ′１ ＝ １６时，Ｑ′０ 应大于 ２ ０００）
∴ Ｑ０ ＝ １ ４１４

分别计算每次订购 １ ４１４单位和 ２ ０００单位平均每单位所需费用

ＣⅠ（Ｑ０）＝
１
２
Ｃ１

Ｑ０

Ｒ
＋
Ｃ３

Ｑ０
＋Ｋ１

＝ １
２

×２０× １ ４１４
１０ ０００

＋２ ０００
１ ４１４

＋１００

≈１０２􀆰 ８２８

ＣⅡ（Ｑ１）＝
１
２
Ｃ′１

Ｑ１

Ｒ
＋
Ｃ３

Ｑ１
＋Ｋ２

＝ １
２

×１６× ２ ０００
１０ ０００

＋２ ０００
２ ０００

＋８０

＝ ８２􀆰 ６
∵ ＣⅡ（Ｑ１）＜ＣⅠ（Ｏ０）

所以取 Ｑ∗ ＝ ２ ０００，即每次应采购 ２ ０００．
１４􀆰 １０　 一个允许缺货的 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 模型的费用决不会超过一个具有相同存贮费、订购费、但不允许

缺货的 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 模型的费用，试说明之．
【解】 　 设单位存贮费用为 Ｃ１，订购费为 Ｃ３，缺货费为 Ｃ２，需求速度为 Ｒ，生产速度为 Ｐ．
下面分情况进行讨论：
（１） 生产需一定时间
① 不允许缺货时的存贮策略为

ｔ１０ ＝
２Ｃ３

Ｃ１Ｒ
× Ｐ

Ｐ－Ｒ

Ｑ１０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

× Ｐ
Ｐ－Ｒ

最大存贮量

Ｓ１０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

× Ｐ－Ｒ
Ｐ

费用

Ｃ（ ｔ１０）＝ ２Ｃ１Ｃ３Ｒ × Ｐ－Ｒ
Ｐ

② 允许缺货时的存贮策略为
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ｔ２０ ＝
２Ｃ３

Ｃ１Ｒ
×

Ｃ１＋Ｃ２

Ｃ２
× Ｐ

Ｐ－Ｒ

Ｑ２０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

×
Ｃ１＋Ｃ２

Ｃ２
× Ｐ

Ｐ－Ｒ
最大存贮量

Ｓ２０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

×
Ｃ２

Ｃ１＋Ｃ２
× Ｐ－Ｒ

Ｐ
费用

Ｃ（ ｔ２０）＝ ２Ｃ１Ｃ３Ｒ ×
Ｃ２

Ｃ１＋Ｃ２
× Ｐ－Ｒ

Ｐ

∵
Ｃ２

Ｃ１＋Ｃ２
＜１

比较 Ｃ（ ｔ１０）和 Ｃ（ ｔ２０）可知
Ｃ（ ｔ１０） ＞Ｃ（ ｔ２０）

即生产需一定时间时，允许缺货的 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 模型不超过具有相同存贮费、订购费，但不允许缺货的
Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 模型的费用．

（２） 生产时间很短．
① 不允许缺货时的存贮策略为

ｔ１０ ＝
２Ｃ３

Ｃ１Ｒ
，　 Ｑ１０ ＝

２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

最大存贮量

Ｓ１０ ＝Ｑ１０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

费用

Ｃ（ ｔ１０）＝ ２Ｃ１Ｃ３Ｒ
② 允许缺货时的存贮策略为

ｔ２０ ＝
２Ｃ３

Ｃ１Ｒ
×

Ｃ１＋Ｃ２

Ｃ２

Ｑ２０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

×
Ｃ１＋Ｃ２

Ｃ２

最大存贮量

Ｓ２０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

×
Ｃ２

Ｃ１＋Ｃ２

费用

Ｃ（ ｔ２０）＝ ２Ｃ１Ｃ３Ｒ ×
Ｃ２

Ｃ１＋Ｃ２

∵
Ｃ２

Ｃ１＋Ｃ２
＜１

比较 Ｃ（ ｔ１０）和 Ｃ（ ｔ２０）可知
Ｃ（ ｔ１０）＞Ｃ（ ｔ２０）

即生产时间很短时，允许缺货的 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 模型的费用不会超过具有相同存贮费、订购费，但不允许缺货
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的 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 模型的费用：
综合（１）（２）的讨论可得到以下结论：
一个允许缺货的 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 模型的费用决不会超过一个具有相同存贮费、订购费，但不允许缺货的

Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 的模型的费用．
１４􀆰 １１　 某厂对原料需求的概率如下表：

需求量 ｒ（单位：吨） ２０ ３０ ４０ ５０ ６０

概率 Ｐ（ ｒ） ∑Ｐ（ ｒ） ＝ １( ) ０􀆰 １ ０􀆰 ２ ０􀆰 ３ ０􀆰 ３ ０􀆰 １

　 　 每次订购费 Ｃ３ ＝ ５００元，原料每吨价 Ｋ＝ ４００元，每吨原料存贮费 Ｃ１ ＝ ５０元，缺货费每吨 Ｃ２ ＝ ６００元．
该厂希望制订（ ｓ，Ｓ）型存贮策略，试求 ｓ及 Ｓ值．

【解】 　 已知 Ｃ１ ＝ ５０，　 Ｃ２ ＝ ６０，　 Ｃ３ ＝ ５００，　 Ｋ＝ ４００
① 计算临界值 Ｎ．

Ｎ＝
Ｃ２－Ｋ
Ｃ２＋Ｃ１

＝ ６００－４００
６００＋５０

＝ ４
１３

② 求 Ｓ．

Ｐ（ ｒ＝ ２０）＝ ０􀆰 １＜ ４
１３

Ｐ（ ｒ＝ ２０）＋Ｐ（ ｒ＝ ３０）＝ ０􀆰 １＋０􀆰 ２＝ ０􀆰 ３＜ ４
１３

Ｐ（ ｒ＝ ２０）＋Ｐ（ ｒ＝ ３０）＋Ｐ（ ｒ＝ ４０）＝ ０􀆰 １＋０􀆰 ２＋０􀆰 ３＝ ０􀆰 ６＞ ４
１３

∴ Ｓ＝ ４０
③ 求 ｓ．
ｓ为满足不等式

Ｋｓ ＋ ∑
ｒ≤ｓ

Ｃ１（ ｓ － ｒ）Ｐ（ ｒ） ＋ ∑
ｒ ＞ ｓ

Ｃ２（ ｒ － ｓ）Ｐ（ ｒ） ≤ Ｃ３ ＋ ＫＳ ＋ ∑
ｒ≤Ｓ

Ｃ１（Ｓ － ｒ）Ｐ（ ｒ） ＋ ∑
ｒ ＞ Ｓ

Ｃ２（ ｒ － Ｓ）Ｐ（ ｒ）

的最小值．其中 Ｓ＝ ４０
不等式右端的值．

Ｃ３ ＋ ＫＳ ＋ ∑
ｒ≤Ｓ

Ｃ１（Ｓ － ｒ）Ｐ（ ｒ） ＋ ∑
ｒ ＞ Ｓ

Ｃ２（ ｒ － Ｓ）Ｐ（ ｒ）

＝ ５００＋４００×４０＋５０×［（４０－２０）×０􀆰 １＋（４０－３０）×０􀆰 ２＋（４０－４０）×０􀆰 ３］＋
６００×［（５０－４０）×０􀆰 ３＋（６０－４０）×０􀆰 １］
＝ １９ ７００

当 ｓ＝ ２０时，左端的值为

Ｋｓ ＋ ∑
ｒ≤ｓ

Ｃ１（ ｓ － ｒ）Ｐ（ ｒ） ＋ ∑
ｒ ＞ ｓ

Ｃ２（ ｒ － ｓ）Ｐ（ ｒ）

＝ ４００×２０＋５０×（２０－２０）×０􀆰 １＋６００×［（３０－２０）×０􀆰 ２＋（４０－２０）×０􀆰 ３＋（５０－２０）×０􀆰 ３＋
（６０－２０）×０􀆰 １］
＝ ２０ ６００＞１９ ７００
∴ ｓ＝ ２０不符合．

当 ｓ＝ ３０时，左端的值为

Ｋｓ ＋ ∑
ｒ≤ｓ

（ ｓ － ｒ）Ｐ（ ｒ） ＋ ∑
ｒ ＞ ｓ

Ｃ２（ ｒ － ｓ）Ｐ（ ｒ）

＝ ４００×３０＋５０×［（３０－２０）×０􀆰 １＋（３０－３０）×０􀆰 ２］＋６００×［（４０－３０）×０􀆰 ３＋
（５０－３０）×０􀆰 ３＋（６０－３０）×０􀆰 １］
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＝ １９ ２５０＜１９ ７００
∴ ｓ＝ ３０

所以该厂的存贮策略为

当存贮Ⅰ≤３０时，补充存贮使存贮量达到 ４０．
当存贮Ⅰ＞３０时，不补充．
１４􀆰 １２　 某厂需用配件数量 ｒ是一个随机变量，其概率服从泊松分布．ｔ时间内需求概率为

φｔ（ ｒ）＝
ｅ－ρ ｔ（ρｔ） ｒ

ｒ！
　 平均每日需求为 １（ρ＝ １）

拖后时间为 ｘ天的概率服从正态分布

Ｐ（ｘ）＝ １
２πσ

ｅ－（ｘ－μ）２ ／ ２σ２

平均拖后时间 μ＝ １４天，方差 σ２ ＝ １．
在生产循环周期内存贮费 Ｃ１ ＝ １􀆰 ２５元，缺货费 Ｃ２ ＝ １０元，装配费 Ｃ３ ＝ ３元．问两年内应分多少批订

货？ 每次批量及缓冲存贮量各为何值才能使总费用最小？
【解】 　 由 Ｅ􀆰 Ｏ􀆰 Ｑ􀆰 计算 Ｑ０，得

Ｑ０ ＝
２Ｃ３Ｒ
Ｃ１

＝ ２×３×３６５
１􀆰 ２５

≈４２

ｎ０
＝ ３６５×２

４２
≈１７次

计算 Ｌ和 Ｂ，各步计算出的数值列于表 １４ １中．
表 １４ １

（一） 拖后时间 ｘ （二） 拖后时间的概率 Ｐ（ｘ） （三） ｘ天内的平均需求 ρ（ｘ）

Ｐ（ｘ）＝ １
２π

ｅ－（ｘ－１４）
２

２

① １３ ０􀆰 ２４ １３

② １４ ０􀆰 ４０ １４

③ １５ ０􀆰 ２４ １５

④ １６ ０􀆰 ０５ １６

⑤ １７ ０􀆰 ００４ ４ １７

（四） 需求 ｒ＞Ｌ，Ｆｘ（Ｌ）的概率为：

Ｆｘ（Ｌ） ＝ ∑
ｒ ＞ Ｌ

ｅ －ｘｘｒ

ｒ！
＝ １ － ∑

Ｌ

ｒ ＝ ０

ｅ －ｘｘｒ

ｒ！

Ｌ＝ １５ Ｌ＝ ２１ Ｌ＝ ２２ Ｌ＝ ２３ Ｌ＝ ２４ Ｌ＝ ２５ Ｌ＝ ２６ Ｌ＝ ３１

① ０􀆰 ２３６ ０􀆰 ０１４ ０􀆰 ００８ ０􀆰 ００４ ０􀆰 ００２ ０􀆰 ００１ ０ ０

② ０􀆰 ３３１ ０􀆰 ０２９ ０􀆰 ０１７ ０􀆰 ００９ ０􀆰 ００５ ０􀆰 ００３ ０􀆰 ００１ ０

③ ０􀆰 ４３２ ０􀆰 ０５３ ０􀆰 ０３３ ０􀆰 ０１９ ０􀆰 ０１１ ０􀆰 ００６ ０􀆰 ００３ ０

④ ０􀆰 ５３３ ０􀆰 ０８９ ０􀆰 ０５８ ０􀆰 ０３７ ０􀆰 ０２２ ０􀆰 ０１３ ０􀆰 ００８ ０

⑤ ０􀆰 ６２９ ０􀆰 １３８ ０􀆰 ０９５ ０􀆰 ０６３ ０􀆰 ０４０ ０􀆰 ０２５ ０􀆰 ０１５ ０􀆰 ００１



第 １４章　 存储论 ２６５　　 　

（五） 相应拖后时间及需求概率的乘积 Ｐ（ｘ）Ｆｘ（Ｌ）
（五）＝ （二）×（四）

Ｌ＝ １５ Ｌ＝ ２１ Ｌ＝ ２２ Ｌ＝ ２３ Ｌ＝ ２４ Ｌ＝ ２５ Ｌ＝ ２６ Ｌ＝ ３１

① ０􀆰 ０５６ ６４ ０􀆰 ００３ ３６ ０􀆰 ００１ ９２ ０􀆰 ０００ ９６ ０􀆰 ０００ ４８ ０􀆰 ００２ ４ ０ ０

② ０􀆰 １３２ ４ ０􀆰 ０１１ ６ ０􀆰 ００６ ８ ０􀆰 ０００ ３６ ０􀆰 ００２ ０􀆰 ００１ ２ ０􀆰 ０００ ４ ０

③ ０􀆰 １０３ ６８ ０􀆰 ０１２ ７２ ０􀆰 ００７ ９２ ０􀆰 ００４ ５６ ０００２ ６４ ０􀆰 ００１ ４４ ０􀆰 ０００ ７２ ０

④ ０􀆰 ０２６ ６５ ０􀆰 ００４ ４５ ０􀆰 ００２ ９ ０􀆰 ００１ ５ ０􀆰 ００１ １ ０􀆰 ０００ ６５ ０􀆰 ０００ ４ ０

⑤ ０􀆰 ００２ ７６８ ０􀆰 ０００ ６１ ０􀆰 ０００ ４１８ ０􀆰 ０００ ２７７ ２ ０􀆰 ０００ １７６ ０􀆰 ０００ １１ ０􀆰 ０００ ０６６ ０􀆰 ０００ ００４ ４

根据表 １４ １计算出 ＰＬ、Ｂ和费用的函数值见表 １４ ２．
表 １４ ２

Ｌ Ｌ＝ １５ Ｌ＝ ２１ Ｌ＝ ２２ Ｌ＝ ２３ Ｌ＝ ２４ Ｌ＝ ２５ Ｌ＝ ２６ Ｌ＝ ３１

ＰＬ ０􀆰 ３２２ １３８ ０􀆰 ０３２ ７４ ０􀆰 ０１９ ９５８ ０􀆰 ０ ０７６ ５７２ ０􀆰 ００６ ３９６ ０􀆰 ００３ ６４ ０􀆰 ００１ ５８６ ０􀆰 ０００ ００４ ４

Ｂ １ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １７

费用 ５６􀆰 ０１４ １４􀆰 ３１６ １３􀆰 ３９３ １２􀆰 ５５２∗ １３􀆰 ５８７ １４􀆰 ３６９ １５􀆰 ２７０ ２１􀆰 ２５１

　 　 ＰＬ ＝ ∑
１７

ｘ ＝ １３
Ｐ（ｘ）Ｆｘ（Ｌ），　 Ｂ ＝ Ｌ － ρｘ

费用计算式为

ｎ０Ｃ２ＰＬ＋Ｃ１Ｂ
故该厂订购批量为 ４２，订购点为 ２３，两年应分 １７批订购，缓冲存贮量为 ９．
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第 １５章　 对策论基础

１􀆰 熟悉稳妥的原则，局中人Ⅰ按最大最小原则，局中人Ⅱ按最小最大的原则选择各自的纯策略．
２􀆰 掌握有鞍点对策问题的建模及其求解方法．
３􀆰 掌握无鞍点对策问题（矩阵对策混合策略）的建模及其求解方法，包括公式法，图解法，解析法，

拉格朗日乘数法，线性规划法，迭代法等．
４􀆰 掌握优超原则．

１􀆰 在求解一个矩阵对策时，应首先判断其是否具有鞍点．
当鞍点存在时，局中人Ⅰ按最大最小原则，局中人Ⅱ按最小最大原则选择各自的纯策略，这对双方

来说都是一种最为稳妥的行为．
当鞍点不存在时，利用优超原则和课本中的定理 ７，定理 ８等提供的方法将原对策的赢得矩阵尽量

地化简，然后再利用各种混合策略的方法去求解．
２􀆰 求解方法的比较．
解析法和拉格朗日乘数法不是对所有的有解支付矩阵均能得到正确答案，有时求出的最优混合策

略含有负数，由于混合策略是由概率组成的而概率要求非负，这显然不符合概率的定义，主要原因是方
法本身没有顾及变量非负的要求，另外，这两种方法对非方阵的支付矩阵不适用．
而线性规划法则和迭代法顾及了变量非负的要求，同时对非方阵的支付矩阵也适用．
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３􀆰 迭代法和线性规划方法具有一般性．

１５􀆰 １　 甲、乙两名儿童玩游戏，双方可分别出拳头（代表石头）、手掌（代表布）、两个手指（代表剪
刀），规则是：剪刀赢布，布赢石头，石头赢剪刀，赢者得一分．若双方所出相同算和局，均不得分．试列出
儿童甲的赢得矩阵．

【解】 　 本题为两个局中人，分别儿童甲和儿童乙．双方各有三个策略：策略 １代表出拳头，策略 ２代表
出手掌，策略 ３代表出手指，由题意可得儿童甲的赢得矩阵如表 １５ １所示．

表 １５ １

　 　 　 甲的赢得 乙的策略

甲的策略　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
１ ２ ３

１ ０ －１ １
２ １ ０ －１
３ －１ １ ０

　 　 １５􀆰 ２　 “二指莫拉问题” ．甲、乙二人游戏，每人出一个或两个手指，同时又把猜测对方所出的指数叫
出来．如果只有一个人猜测正确，则他所赢得的数目为二人所出指数之和，否则重新开始．写出该对策中
各局中人的策略集合及甲的赢得矩阵，并回答局中人是否存在某种出法比其他出法更为有利．

【解】 　 用（ｘ１，ｘ２）表示一个策略，其中 ｘ１表示每人自己所出的手指数，ｘ２表示对方所出的手指数，可
见，局中人甲和乙都各自有 ４个策略：（１，１），（１，２），（２，１），（２，２）；甲的策略集为｛α１，α２，α３，α４｝，其中
α１ ＝（１，１），α２ ＝（１，２），α３ ＝ （２，１），α４ ＝ （２，２），乙的策略集为｛β１，β２，β３，β４｝，其中 β１ ＝ （１，１），β２ ＝ （１，
２），β３ ＝（２，１），β４ ＝（２，２）
甲的赢得表如表 １５ ２所示。

表 １５ ２

　 　 甲的赢得 乙的策略

甲的策略　 　 　 　 　 　 　 　
β１

（１，１）
β２

（１，２）
β３

（２，１）
β４

（２，２）

α１（１，１） ０ ２ －３ ０
α２（１，２） －２ ０ ３ ３
α３（２，１） ３ －３ ０ －３
α４（２，２） ０ －３ ３ ０

则赢得矩阵为

Ａ＝

０ ２ －３ ０
－２ ０ ３ ３
３ －３ ０ －３
０ －３ ３ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

１５􀆰 ３　 求解下列矩阵对策，其中赢得矩阵 Ａ分别为

（１）
－２ １２ －４
１ ４ ８
－５ ２ ３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
　 　 　 　 （２）

３ ２ １
３ ４ ４
２ １ ６

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
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（３）

２ ７ ２ １
２ ２ ３ ４
３ ５ ４ ４
２ ３ １ ６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（４）

９ ３ １ ８ ０
６ ５ ４ ６ ７
２ ４ ３ ３ ８
５ ６ ２ ２ １
３ ２ ３ ５ ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

【解】 　 设矩阵对策 Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２，Ａ｝，其中 Ｓ１ ＝｛αｉ｝，Ｓ２ ＝｛βｉ｝，直接在 Ａ提供的赢得矩阵上计算，有
（１） 　 β１ 　 β２ 　 β３ 　 ｍｉｎ
α１

α２

α３

－２ １２ －４
１ ４ ８
－５ ２ ３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

－４
１∗

－５
ｍａｘ １∗ １２　 ８

于是ｍａｘ
ｉ

ｍｉｎ
ｊ

ａｉｊ
＝ｍｉｎ

ｊ
ｍａｘ

ｉ
ａｉｊ

＝ａｉ∗ｊ∗
＝ １

其中 ｉ∗ ＝ ２，ｊ∗ ＝ １，故（α２，β１）是对策的解，且 ＶＧ ＝ １
（２） β１ 　 β２ 　 β３ 　 ｍｉｎ
α１

α２

α３

２ ２ １
３ ４ ４
２ １ ６

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

１
３∗

１

ｍａｘ　 ３∗ ４ ６
则ｍａｘ

ｉ
ｍｉｎ

ｊ
ａｉｊ

＝ｍｉｎ
ｊ
ｍａｘ

ｉ
ａｉｊ

＝ａｉ∗ｊ∗
＝ ３

其中 ｉ∗ ＝ ２，ｊ∗ ＝ １，故（α２，β１）是对策的解，且 ＶＧ ＝ ３．
（３） β１ 　 β２ 　 β３ 　 β４ 　 ｍｉｎ

　

α１

α２

α３

α４

２ ７ ２ １
２ ２ ３ ４
３ ５ ４ ４
２ ３ １ ６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　

１
２
３∗

１

ｍａｘ ３∗ ７　 ４　 ６
则ｍａｘ

ｉ
ｍｉｎ

ｊ
ａｉｊ

＝ｍｉｎ
ｊ
ｍａｘ

ｉ
ａｉｊ

＝ａｉ∗ｑ ｊ∗ ＝ ３

其中 ｉ∗ ＝ ３，ｊ∗ ＝ １，故（α３，β１）是对策的解，且 ＶＧ ＝ ３．
（４） β１ 　 β２ 　 β３ 　 β４ 　 β５ 　 ｍｉｎ

　

α１

α２

α３

α４

α５

９ ３ １ ８ ０
６ ５ ４ ６ ７
２ ４ ３ ３ ８
５ ６ ２ ２ １
３ ２ ３ ５ ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

　

０
４∗

２
１
２

ｍａｘ ９　 ６　 ４∗ ８　 ８
则ｍａｘ

ｉ
ｍｉｎ

ｊ
ａｉｊ

＝ｍｉｎ
ｊ
ｍａｘ

ｉ
ａｉｊ

＝ａｉ∗ａｊ∗
＝ ４

其中 ｉ∗ ＝ ２，ｊ∗ ＝ ３．故（α２，β３）是对策的解．ＶＧ ＝ ４
１５􀆰 ４　 证明本章 １５􀆰 ２􀆰 １节中的性质 １和性质 ２．
【解】 　 性质 １的证明
因（αｉ

１
，βｊ

１
）是对策 Ｇ的解，则
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ａｉｊ
１
≤ａｉ

１
ｊ
１
≤ａｉ

１
ｊ ①

对一切的 ｉ和一切的 ｊ都成立．
又因（αｉｊ，βｊ

２
）是对策 Ｇ的解，则

ａｉｊ
２
≤ａｉ

２
ｊ
２
≤ａｉ

２
ｊ ②

对一切的 ｉ和一切的 ｊ都成立．
由①和②可得

ａｉ
１
ｊ
１
≤ａｉ

１
ｊ
２
≤ａｉ

２
ｊ
２

③

ａｉ
２
ｊ
２
≤ａｉ

２
ｊ
１
≤ａｉ

１
ｊ
１

④

由③和④得
ａｉ

１
ｊ
１
＝ａｉ

２
ｊ
２
．

性质 ２的证明
因（αｉ

１
，βｊ

１
）和（αｉ

２
，βｊ

２
）是对策 Ｇ的两个解，由性质 １有

ａｉ
１
ｊ
１
＝ａｉ

２
ｊ
２

由③和④，得
ａｉｊ

２
≤ａｉ

１
ｊ
２
≤ａｉ

１
ｊ

对一切 ｉ和一切 ｊ成立．
因此（αｉ

１
，βｊ

２
）是对策 Ｇ的解．

同理可证（ａｉ
２
，βｊ

１
）也是对策 Ｇ的解．

１５􀆰 ５　 甲、乙两个企业生产同一种电子产品，两个企业都想通过改革管理获得取更多的市场销售份
额．
甲企业的策略措施有：① 降低产品价格；② 提高产品质量，延长保修年限；③ 推出新产品．
乙企业考虑的措施有：① 增加广告费用；② 增设维修网点，扩大维修服务；③ 改进产品性能．
假定市场份额一定，由于各自采取的策略措施不同，通过预测，今后两个企业的市场占有份额变动

情况如表 １５ ３所示（正值为甲企业增加的市场占有份额，负值为减少的市场占有份额） ．试通过对策分
析，确定两个企业各自的最优策略．

表 １５ ３

甲企业策略
乙企业策略

１ ２ ３

１ １０ －１ ３

２ １２ １０ －５

３ ６ ８ ５

　 　 【解】 　 设矩阵对策 Ｇ＝｛Ｓ１，Ｓ２；Ａ｝，其中 Ｓ１ ＝｛α１，α２，α３｝，Ｓ３ ＝｛β１，β２，β３｝，Ｓ１表示甲的对策，Ｓ２表示

乙的对策．
在赢得矩阵上计算有

　 　 β１ 　 β２ 　 β３ 　 ｍｉｎ
α１

α２

α３

１０ －１ ３
１２ １０ －５
６ ８ ５

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

－１
－５
５∗
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　 ｍａｘ　 １２　 １０　 ５∗

于是ｍａｘ
ｉ

ｍｉｎ
ｊ
ａｉｊ

＝ｍｉｎ
ｊ
ｍａｘ

ｉ
ａｉｊ

＝ａｉ∗ｊ∗
＝ ５

其中 ｉ∗ ＝ ３，ｊ∗ ＝ ３，故（α３，β３）是对策的解，且 ＶＧ ＝ ５􀆰
１５􀆰 ６　 证明本章中的定理 ２．
【证明】 　 先证充分性，由于对任意 ｉ，ｊ，均有

Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ）
故

ｍａｘ
ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）＜ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

（Ｘ∗，Ｙ）

又因为

ｍｉｎ
Ｘ∈Ｓ１

ｍａｘ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ，Ｙ）≤ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ∗，Ｙ）≤ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ，Ｙ）

所以

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）≤ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ，Ｙ）

又因为

ｍａｘ
Ｓ∈Ｓ１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ，Ｙ）≤ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ）

故

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝ Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）

且

ＶＧ ＝Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）
必要性：设有 Ｘ∗∈Ｓ１，Ｙ∗∈Ｓ２，使得

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ∗，Ｙ）＜ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ，Ｙ）

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）＝ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ）

则由

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ，Ｙ）＝ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ）

有

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）＝ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）≤ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ１

Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）＝ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ２

Ｅ（Ｘ∗，Ｙ）

所以对于任意 Ｘ∈Ｓ１，Ｙ∈Ｓ２，有
Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）≤ｍａｘ

Ｘ∈Ｓ１
Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）≤ｍｉｎ

Ｙ∈Ｓ２
Ｅ（Ｘ∗，Ｙ）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ）

即

Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ）
１５􀆰 ７　 证明本章中的定理 ４．
【证明】 　 由定理 ３，设 Ｘ∗∈Ｓ∗

１ ，Ｙ∗∈Ｓ∗
２ ，则（Ｘ∗，Ｙ∗）是 Ｇ 的解的充要条件是：对任意 ｉ ＝ １，…，ｍ

和 ｊ＝ １…，ｎ，有 Ｅ（ ｉ，Ｙ∗）≤（Ｘ∗，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，ｊ）
而

Ｅ（ ｉ，Ｙ） ＝ ∑
ｊ
ａｉｊｙ ｊ 　 ｉ ＝ １，…，ｍ

Ｅ（ｘ，ｊ） ＝ ∑
ｉ
ａｉｊｘｉ 　 ｊ ＝ １，…，ｎ

则
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Ｅ（ ｉ，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）
等价于不等式组

∑
ｊ
ａｉｊｙ ｊ ≤ Ｖ　 ｉ ＝ １，…，ｍ

∑
ｊ
ｙ ｊ ＝ １

ｙ ｊ ≥ ０　 ｊ ＝ １，…，ｎ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

的解．
Ｅ（ ｉ，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）

等价于不等式组

∑
ｉ
ａｉｊｘｉ ≥ Ｖ　 ｊ ＝ １，…，ｎ

∑
ｉ
ｘｉ ＝ １

ｘｉ ≥ ０　 ｉ ＝ １，…，ｍ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

的解．
１５􀆰 ８　 证明本章中的定理 ７、定理 ８和定理 ９．
【证明】 　 定理 ７：
（１） ∵ Ａ１对应的局中人Ⅰ的赢得函数记为

Ｅ１（Ｘ，Ｙ） ＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
ａｉｊｘｉｙ ｊ

Ａ２对应的局中人Ⅰ的赢得函数记为

Ｅ２（Ｘ，Ｙ） ＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
（ａｉｊ

＋ Ｌ）ｘｉｙ ｊ

＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
ａｉｊｘｉｘ ｊ ＋ ∑

ｉ
∑

ｊ
Ｌｘｉｙ ｊ

＝ Ｅ１（Ｘ，Ｙ） ＋ ∑
ｉ

ｘｉＬ∑
ｊ
ｙ ｊ( )

＝ Ｅ１（Ｘ，Ｙ） ＋ ∑
ｉ
ｘｉＬ　 ∵ ∑

ｊ
ｙ ｊ ＝ １( )

＝ Ｅ１（Ｘ，Ｙ） ＋ ∑
ｉ
ｘｉ

＝ Ｅ１（Ｘ，Ｙ） ＋ Ｌ　 ∵ ∑
ｉ
ｘｉ ＝ １( )

即　 Ｅ２（Ｘ，Ｙ）＝ Ｅ１（Ｘ，Ｙ）＋Ｌ
又∵ ｍａｘ

Ｘ∈Ｓ１
Ｅ２（Ｘ，Ｙ）＝ ｍａｘ

Ｘ∈Ｓ∗
１

（Ｅ１（Ｘ，Ｙ）＋ｄ）＝ ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

Ｅ１（Ｘ，Ｙ）＋ｄ

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ∗

２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

Ｅ２（Ｘ，Ｙ）＝ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ∗

２

（ ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

Ｅ１（Ｘ，Ｙ）＋ｄ）＝ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ∗

２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

Ｅ１（Ｘ，Ｙ）＋ｄ

即　 ＶＧ２
＝ＶＧ１

＋Ｌ
（２） 因矩阵 Ａ，与矩阵 Ａ２的元素一一对应

因而两个对策具有完全相同的对策集合

则　 Ｔ（Ｇ１）＝ Ｔ（Ｇ２）
定理 ８：（１） Ａ１对应的局中人Ⅰ的赢得函数记为

Ｅ１（Ｘ，Ｙ） ＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
ａｉｊｘｉｙ ｊ

Ａ２对应的局中人Ⅰ的赢得函数记为

Ｅ２（Ｘ，Ｙ） ＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
（ａａｉｊ）ｘｉｙ ｊ ＝ ａ∑

ｉ
∑

ｊ
ａｉｊｘｉｙ ｊ ＝ ａＥ１（Ｘ，Ｙ）
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即　 Ｅ２（Ｘ，Ｙ）＝ ａＥ１（Ｘ，Ｙ）
又　 ∵ ｍａｘ

Ｘ∈Ｓ∗
１

Ｅ２（Ｘ，Ｙ）＝ ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

（ａＥ１（Ｘ，Ｙ））＝ ａ ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

Ｅ１（Ｘ，Ｙ）

ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ∗

２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

Ｅ２（Ｘ，Ｙ）＝ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ∗

２

（ａ ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

Ｅ１（Ｘ，Ｙ））＝ ａ ｍｉｎ
Ｙ∈Ｓ∗

２

ｍａｘ
Ｘ∈Ｓ∗

１

Ｅ１（Ｘ，Ｙ）

即　 ＶＧ２
＝ａＶＧ１

（２） 因矩阵 Ａ和矩阵 ａＡ的元素一一对应．
因而两个对策具有相同的混合策略集合．
则　 Ｔ（Ｇ１）＝ Ｔ（Ｇ２） ．
定理 ９：（１） ∵ Ａ＝ －ＡＴ，
则当 ｉ＝ ｊ时，ａｉｊ

＝ －ａｉｊ，则 ａｉｊ
＝ ０

当 ｉ≠ｊ时，ａｉｊ
＝ －ａｊｉ

由题设有

Ｅ（Ｘ，Ｙ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
ａｉｊｘｉｙ ｊ ＝ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｊｉｘ ｊｙｉ ＝ ∑

ｍ

ｊ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ － ａｉｊ）ｘ ｊｙｉ

＝ － ∑
ｍ

ｊ ＝ １
∑
ｍ

ｉ ＝ １
ａｉｊｙｉｘ ｊ ＝ － Ｅ（Ｙ，Ｘ）

由上式乘（－１）并重新排列得
Ｅ（Ｙ，Ｘ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｙ∗，Ｘ）

即 Ｙ∗成了对策者Ⅰ的最优策略，Ｘ∗成了对策者Ⅱ的最优策略．
又由于

Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）＝ －Ｅ（Ｙ∗，Ｘ∗）＝ ＶＧ，即 ＶＧ ＝ －ＶＧ

则　 ＶＧ ＝ ０
（２） 由 Ｅ（Ｘ，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ）

即 Ｘ∗为策略者Ⅰ的最优策略，Ｙ∗为对策者Ⅱ的最优策略
而由题设有

Ｅ（Ｙ，Ｘ∗）≤Ｅ（Ｘ∗，Ｙ∗）≤Ｅ（Ｙ∗，Ｘ）
即 Ｙ∗为对策者Ⅰ的最优策略，Ｘ∗为对策者Ⅱ的最优策略．
由对称性，则有
Ｔ１（Ｇ）＝ Ｔ２（Ｇ）
１５􀆰 ９　 设 Ｇ为 ２×２对策，且不存在鞍点．证明若 ｘ∗ ＝（ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ） Ｔ 和 ｙ∗ ＝（ｙ∗

１ ，ｙ∗
２ ） Ｔ 是 Ｇ的解，则

ｘ∗
ｉ ＞０　 ｉ＝ １，２

ｙ∗
ｊ ＞０　 ｊ＝ １，２

【证明】 　 在 Ａ＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
中，不妨设主对角线上的每一个元素均大于副主角线上的每一个元素，

即　 ａ１１＞ａ１２，　 ａ１１＞ａ２１，　 ａ２２＞ａ１２，　 ａ２２＞ａ２１

则

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）＞０
由习题 １５．１０，鞍点不存在的充要条件是有一条对角线的每一个元素均大于另一对角线上的每一元

素．
又由公式（１５ ２５） ～ （１５ ２８）得

ｘ∗
１
＝

ａ２２
－ａ２１

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
＞０
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ｘ∗
２
＝

ａ１１
－ａ１２

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
＞０

ｙ∗
１
＝

ａ２２
－ａ１２

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
＞０

ｙ∗
２
＝

ａ１１
－ａ２１

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
＞０

即若 Ｘ∗ ＝（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ） Ｔ 和 Ｙ∗ ＝（ｙ∗
１ ，ｙ∗

２ ） Ｔ 是 Ｇ的解，则

ｘ∗
ｉ ＞０　 ｉ＝ １，２，　 ｙ∗

ｊ ＞０　 ｊ＝ １，２
１５􀆰 １０∗ 　 证明：矩阵对策

Ａ＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

的鞍点不存在的充要条件是有一条对角线的每一个元素均大于另一对角线上的每一元素．
【解】 　 由于 Ｇ为 ２×２对策，若存在鞍点，则鞍点为所在行的最小值，所在列的最大值，即
ａ∗
ｉｊ ≤ａｉ∗ｊ∗≤ａｉ∗ｊ

不妨设 ａ１１不为鞍点的值，则
ａ１１≤ａ１２

ａ１１≥ａ２１
{

有一个不等式不成立，
不妨设

ａ１１＞ａ１２

ａ１１≥ａ２１
{ ①

由 ａ２１不为鞍点的值，则
ａ２１≤ａ２２

ａ２１≥ａ１１
{

有一个不等式不成立，不妨设
ａ２１≤ａ１１

ａ２１＞ａ１１
{ ②

由①②可得
ａ１１＞ａ１２

ａ１１＞ａ２１
{

同理可证

ａ２２＞ａ１２

ａ２２＞ａ２１
{

即 Ｇ为 ２×２对策，则不存在鞍点的充要条件为：有一条对角线的每一个元素均大于另一对角线上的每
一元素．

１５􀆰 １１∗ 　 推导 ２×２对策的求解公式（１５􀆰 ２５）—（１５􀆰 ２９），并由习题 １５􀆰 １０的结果证明习题 １５􀆰 ９．
【解】 　 ２×２对策中局中人Ⅰ的赢得矩阵为

Ａ＝
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

由定理 ６可知，为求最优混合策略可求下列等式组
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（Ⅰ）

ａ１１ｘ１
＋ａ２１ｘ２

＝ ｖ

ａ１２ｘ１
＋ａ２２ｘ２

＝ ｖ

ｘ１
＋ｘ２

＝ １

ì

î

í

ïï

ïï

①

（Ⅱ）

ａ１１ｙ１
＋ａ１２ｙ２

＝ ｖ

ａ２１ｙ１
＋ａ２２ｙ２

＝ ｖ

ｙ１
＋ｙ２

＝ １

ì

î

í

ïï

ïï

当矩阵 Ａ不存在鞍点，一定有严格非负解．
由（Ⅰ）得：
（ａ１１

－ａ１２）ｘ１
＋（ａ２１

－ａ２２）ｘ２
＝ ０

ｘ１
＋ｘ２

＝ １{
此方程组等价于

（ａ１１
－ａ１２）ｘ１

＋（ａ２１
－ａ２２）ｘ２

＝ ０

（ａ１１
－ａ１２）ｘ１

＋（ａ１１
－ａ１２）ｘ２

＝ａ１１
－ａ１２

{
则

［（ａ１１
－ａ１２）－（ａ２１

－ａ２２）］ｘ２
＝ａ１１

－ａ１２

即

ｘ２
＝

ａ１１
－ａ１２

（ａ１１
＋ａ１２）－（ａ１２

＋ａ２１）
故

ｘ∗
２
＝

ａ１１
－ａ１２

（ａ１１
＋ａ１２）－（ａ２

＋ａ２１）
，ｘ∗

１
＝

ａ２２
－ａ２１

（ａ１１
＋ａ１２）－（ａ２

＋ａ２１）
则

ｘ１
＝ １－ｘ２

＝ １－
ａ１１

－ａ１２

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）

＝
ａ２２

－ａ２１

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
对于方程组（Ⅱ），跟方程组（Ⅰ）的对等性，有

ｙ∗
１
＝

ａ２２
－ａ１２

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
，ｙ∗

２
＝

ａ１１
－ａ２１

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）

把 ｘ∗ ＝（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ）代入方程组（Ⅰ）中的方程①得

ＶＧ ＝ａ１１

ａ２２
－ａ２１

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
＋ａ２１

ａ１１
－ａ１２

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）

＝
ａ１１ａ２２

－ａ１１ａ２１
＋ａ２１ａ１１

－ａ２１ａ１２

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）

＝
ａ１１ａ１２

－ａ１２ａ２１

（ａ１１
＋ａ２２）＋（ａ１２

＋ａ２１）
即　 ａ１１＞ａ１２，ａ１１＞ａ２１，ａ２２＞ａ２１，ａ２２＞ａ１２

由 ｙ∗与 ｘ∗的对等性

ｙ∗
１ ＞０，　 ｙ∗

２ ＞０
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则 Ｇ为 ２×２对策，且不存在鞍点，则若 ｘ∗ ＝（ｘ∗
１ ，ｘ∗

２ ） Ｔ 和 ｙ∗ ＝（ｙ∗
１ ，ｙ∗

２ ） Ｔ 是 Ｇ的解，则

ｘ∗
ｉ ＞０　 ｉ＝ １，２，　 ｙ∗

ｉ ＞０　 ｊ＝ １，２
１５􀆰 １２　 设 ｍ×ｍ对策的矩阵为

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｍ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｍ

… … … …
ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｍ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

其中当 ｉ≠ｊ时，ａｉｊ
＝ １，当 ｉ＝ ｊ时，ａｉｊ

＝ －１．证明此对策的最优策略为

ｘ∗ ＝ ｙ∗ ＝（１ ／ ｍ，１ ／ ｍ，…，１ ／ ｍ） Ｔ

ＶＧ ＝
ｍ－２
ｍ

【解】 　 由题意

ａｉｊ
＝

１　 ｉ≠ｊ
－１　 ｉ＝ ｊ{

则

Ａ＝

－１ ＋１ ＋１ … ＋１
＋１ －１ ＋１ … ＋１
︙ ︙ ︙ … ︙
＋１ ＋１ ＋１ … －１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

易知，Ａ没有鞍点，设最优混合策略为
ｘ∗ ＝（ｘ∗

１ ，ｘ∗
２ ，…，ｘ∗

ｍ ） Ｔ 和 ｙ∗ ＝（ｙ∗
１ ，ｙ∗

２ ，…，ｙ∗
ｍ ） Ｔ

从矩阵 Ａ的元素来看，每个局中人选取每个纯策略的可能性都是存在的，故可假定 ｘ∗
ｉ ＞０和 ｙ∗

ｊ ＞０，ｉ＝ １，
…，ｍ，ｊ＝ １…，ｍ，于是由线性方程组

（Ⅰ）

－ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＋…＋ｘｍ ＝Ｖ ①

ｘ１
－ｘ２

＋ｘ３
＋…＋ｘｍ ＝Ｖ ②

︙
ｘ１

＋ｘ２
＋ｘ３

＋…－ｘｍ ＝Ｖ

ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３
＋…＋ｘｍ ＝ １

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

和

（Ⅱ）

－ｙ１
＋ｙ２

＋ｙ３
＋…＋ｙｍ ＝Ｖ

ｙ１
－ｙ２

＋ｙ３
＋…＋ｙｍ ＝Ｖ

︙
ｙ１

＋ｙ２
＋ｙ３

＋…－ｙｍ ＝Ｖ

ｙ１
＋ｙ２

＋ｙ３
＋…＋ｙｍ ＝ １

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

由方程组（Ⅰ）的①和②可得
－ｘ１

＋ｘ２
＋ｘ３

＋…＋ｘｍ ＝ ｘ１
－ｘ２

＋ｘ３
＋…＋ｘｍ

即　 ｘ１
＝ ｘ２

依此类推得

ｘ１
＝ ｘ２

＝…＝ ｘｍ
又　 ∵ ｘ１

＋ｘ２
＋…＋ｘｍ ＝ １
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故　 ｘ１
＝ ｘ２

＝…＝ ｘｍ ＝ １
ｍ

同理可得

ｙ１
＝ ｙ２

＝…＝ ｙｍ ＝ １
ｍ

则此对策的最优策略为

ｘ∗ ＝ ｙ∗ ＝ １
ｍ 　

１
ｍ 　 …　

１
ｍ( )

Ｔ

把 ｘ∗代入方程组（Ⅰ）中的①式得

ＶＧ ＝ － １
ｍ

＋ １
ｍ

＋…＋ １
ｍüþ ýï ï

ｍ－１

＝ｍ－２
ｍ

１５􀆰 １３　 利用优超原则求解下列矩阵对策

（１） Ａ＝

１ ０ ３ ４
－１ ４ ０ １
２ ２ ２ ３
０ ４ １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 （２） Ａ＝

３ ４ ０ ３ ０
５ ０ ２ ５ ９
７ ３ ９ ５ ９
４ ６ ８ ７ ６
６ ０ ８ ８ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

【解】 　 （１） 对于 Ａ，由于第 ３列的元素优超于第 ４ 列的元素，第 １ 列的元素又优超于第 ３ 列的元
素，故可划去第 ３、４列的元素，得到新的赢得矩阵

Ａ１ ＝

１ ０
－１ ４
２ ２
０ ４

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

对于 Ａ１，第 ３行的元素优超于第 １行的元素，第 ４行的元素优超于第 ２行的元素，故可划去掉第 １行和
第 ２行，得到新的赢得矩阵为

Ａ２ ＝
２ ２
０ ４

é

ë
êê

ù

û
úú

对于 Ａ２中，ａ１１
＝ ２为鞍点，而 ａ１１

＝ ２在 Ａ中对应的为 ａ３１ ．
对于 Ａ１，得到最优策略
ｘ∗

１
＝（０ ０ １ ０） Ｔ 　 和　 ｙ∗

１
＝（１ ０ ０ ０） Ｔ

对策值为 ２．
（２） 由于第 ３行优超于第 ２行，第 ４行优超于第 １行，故可划去第 １ 行和第 ２ 行，得到新的赢得矩

阵

Ａ１ ＝
７ ３ ９ ５ ９
４ ６ ８ ７ ６
６ ０ ８ ８ ３

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

对于 Ａ１，由于第 １列优超于第 ３列，第 ２列优超于第 ５列，故去掉第 ３列和第 ５列，得到新的赢得矩阵

Ａ２ ＝
７ ３ ５
４ ６ ７
６ ０ ８

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

对于 Ａ２，由于第 ２列优超于第 ３列，划去第 ３列，得到新的赢得矩阵

Ａ３ ＝
７ ３
４ ６
６ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
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对于 Ａ３，由于第 １行优超于第 ３行，划分第 ３行，得到新的赢得矩阵

Ａ４ ＝
７ ３
４ ６

é

ë
êê

ù

û
úú

Ａ４中，副主角线上的每一个元素，均大于对角线上的每一个元素．
由习题 １５．１０的结论知，对于 Ａ４，无鞍点存在．
对于 Ａ４，则由公式：

ｘ∗
１
＝

ａ２２
－ａ２１

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
＝ ６－４
（６＋７）－（４＋３）

＝ １
３

ｘ∗
２
＝ １－ｘ∗

１
＝ １－ １

３
＝ ２

３

ｙ∗
１
＝

ａ２２
－ａ１２

（ａ１１
＋ａ２２）－（ａ１２

＋ａ２１）
＝ ６－３
（６＋７）－（４＋３）

＝ １
２

ｙ∗
２
＝ １－ｙ∗

１
＝ １－ １

２
＝ １

２
由于 Ａ４是由 Ａ的第 ３，４行和第 １，２列组成的子矩阵，故矩阵对策的最优解为

ｘ∗ ＝

０
０
１
３
２
３
０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

，　 ｙ∗ ＝

１
２
１
２
０
０
０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

对策值的求法求把 ｘ∗与第 １或 ２列对应相乘，或者 ｙ∗与第 ３或 ４行对应相乘，例如 ｘ∗与第 １列相应相
乘得

ＶＧ ＝ ０×３＋０×５＋ １
３

×７＋ ２
３

×４＋０×６＝ ５

１５􀆰 １４　 利用图解法求解下列矩阵对策，其中 Ａ为

（１）

２ ４
２ ３
３ ２
－２ ６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２）
５ ７ －６
－６ ０ ４
７ ８ ５

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

（３）
３ ２ ３ －１
－４ ０ －２ －２

é

ë
êê

ù

û
úú （４）

１ ３ １１
８ ５ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

【解】 　 （１） 　 　 β１ 　 β２

α１

α２

α３

α４

２ ４
２ ３
３ ２
－２ ６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

对于 Ａ，第一行优超于第二行，因此，去掉第二行，得到
　 　 　 　 β１ 　 β２

Ａ１ ＝
α１

α３

α４

２ ４
３ ２
－２ ６

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
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设局中人Ⅱ的混合策略为
ｙ
１－ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｙ＋４（１－ｙ）＝ Ｖ，　 ３ｙ＋２（１－ｙ）＝ Ｖ，　 －２ｙ＋６（１－ｙ）＝ Ｖ
即

－２ｙ＋４＝Ｖ，　 ｙ＋２＝Ｖ，　 －８ｙ＋６＝Ｖ

图 １５ １

根据最不利当中选取最有利的原则，局中人Ⅱ的最优选择就是如何确定 ｙ，以便三个纵坐标值中的最大
值尽可能地小．从图 １５ １可知，ＡＢ为对策值．
为求出点 ｙ和对策的值 ＶＧ，联立过 Ｂ点两条线段 α１和 α３所确定的方程

ｙ＋２＝ＶＧ

－２ｙ＋４＝ＶＧ
{

解得

ｙ＝ ２
３
，　 ＶＧ ＝ ２＋ ２

３
＝ ８

３

故局中人Ⅱ的最优策略为 ２
３ ，

１
３( )

Ｔ

此外，从图上还可以看出，局中人Ⅰ的最优混合策略只由 α１和 α３组成，则

２ｘ１
＋３ｘ３

＝ ８
３

４ｘ１
＋２ｘ３

＝ ８
３

ｘ１
＋ｘ３

＝ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

⇒
２ｘ１

＋３ｘ３
＝ ４ｘ１

＋２ｘ３

ｘ１
＝ １

２ ｘ３
{

又∵ ｘ１
＋ｘ３

＝ １

∴ １
２
ｘ３

＋ｘ３
＝ １

∴ ｘ３
＝ ２

３
，　 ｘ１

＝ １
３

从而局中Ⅰ的最优混合策略为 ｘ∗ ＝ １
３ ，０，

２
３ ，０( )

Ｔ

　 　 　 　 β１ 　 β２ 　 β３

（２）

α１

α２

α３

５ ７ －６
－６ ０ ４
７ ８ －５

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ａ的第一列优超于第二列，故划去第二列，得 Ａ１为

　 　 β１ 　 β３
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α１

α２

α３

５ －６
－６ ４
７ －５

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ａ１的第三行优超于第一行，故划去第一行，得 Ａ２为

　 　 β１ 　 β３

α２

α３

－６ ４
７ －５

é

ë
êê

ù

û
úú

设局中人Ⅱ的混合策略为
ｙ
１－ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则

－６ｙ＋４（１－ｙ）＝ Ｖ　 （α２）
７ｙ－５（１－ｙ）＝ Ｖ　 （α３）

{ ⇒
－１０ｙ＋４＝Ｖ　 （α２）
１２ｙ－５＝Ｖ　 （α３）

{

图 １５ ２

从图 １５ ２可知，ＡＢ为对策值．由
－１０ｙ＋４＝ＶＧ

１２ｙ－５＝ＶＧ
{

得　 ｙ＝ ９
２２

，　 ＶＧ ＝ － １
１１

则局中人Ⅱ的最优策略为 ９
２２，０，

１３
２２( )

Ｔ

此外，从图上还可看出，局中人Ⅰ的最优混合策略由 α２和 α３组成，则

－６ｘ２
＋７ｘ３

＝ＶＧ ＝ － １
１１

４ｘ２
－５ｘ３

＝ＶＧ ＝ － １
１１

ｘ２
＋ｘ３

＝ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

⇒
－６ｘ２

＋７ｘ３
＝ ４ｘ２

－５ｘ３

ｘ２
＋ｘ３

＝ １{

解得 ｘ２
＝ １２
２２

，　 ｘ３
＝ １０
２２

故局中人Ⅰ的最优混合策略集为 Ｘ∗ ＝ ０，
１２
２２，

１０
２２( )

Ｔ

　 　 　 　 　 β１ 　 β２ 　 β３ 　 β４

（３） Ａ＝
α１

α２

４ ２ ３ －１
－４ ４ ３ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

由 Ａ中的第二列，第三列都被第四列优超，故除去第二列，第三列，得到新的赢得矩阵 Ａ１
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　 　 　 　 β１ 　 β２

Ａ１ ＝
α１

α２

４ －１
－４ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

设局中人Ⅰ的混合策略为
ｘ
１－ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则

４ｘ－４（１－ｘ）＝ Ｖ　 （β１）
－ｘ＋２（１－ｘ）＝ Ｖ　 （β４）

{ ⇒
８ｘ－４＝Ｖ　 （β１）
－３ｘ＋２＝Ｖ　 （β４）

{

图 １５ ３

从图 １５ ３可看出，ＡＢ为对策值，由
８ｘ－４＝ＶＧ

－３ｘ＋２＝ＶＧ
{

得

ｘ＝ ６
１１

，ＶＧ ＝
４
１１

故局中人Ⅰ的最优策略为 Ｘ∗ ＝ ６
１１，

５
１１( )

Ｔ

此外，从图上还可看出，局中人Ⅱ的最优策略由 β１和 β４组成，则

４ｙ１
－ｙ４

＝ＶＧ ＝
４
１１

－４ｙ１
＋２ｙ４

＝ＶＧ ＝
４
１１

ｙ１
＋ｙ４

＝ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

⇒
４ｙ１

－ｙ４
＝ －４ｙ１

＋２ｙ４

ｙ１
＋ｙ４

＝ １{

解得 ｙ１
＝ ３
１１

，ｙ４
＝ ８
１１

故局中人Ⅱ的最优混合策略为 Ｙ∗ ＝ ３
１１，０，０，

８
１１( )

Ｔ

　 　 　 　 　 β１ 　 β２ 　 β３

（４） Ａ＝
α１

α２

１ ３ １１
８ ５ ２

é

ë
êê

ù

û
úú

设局中人Ⅰ的混合策略为
ｘ
１－ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｘ∈［０，１］，过数轴上坐标为 ０ 和 １ 的两点分别作两条垂线Ⅰ Ⅰ

和Ⅱ Ⅱ，垂线上点的纵坐标值分别表示局中人Ⅰ采取纯策略 α１和 α２时，局中人Ⅱ采取各种纯策略的赢

得值，如图 １５ ４所示．则当局中人Ⅰ选择每一策略
ｘ
１－ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷时，他的最少可能收入为局中人Ⅱ选择 β１，β２，
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β３时所确定的三条直线．
２－ｘ＋８（１－ｘ）＝ Ｖ　 （β１）
３ｘ＋５（１－ｘ）＝ Ｖ　 （β２）
１１ｘ＋２（１－ｘ）＝ Ｖ　 （β３）

{ ⇒
－７ｘ＋８＝Ｖ　 （β１）
－２ｘ＋５＝Ｖ　 （β２）
９ｘ＋２＝Ｖ　 （β３）

{
在 ｘ处的纵坐标中之最小者．

图 １５ ４

由局中人Ⅰ而言，他的最优选择为确定 ｘ使他的收入尽可能多，由上图按最小最大原则应选择 ｘ ＝
ＯＡ，而 ＡＢ即为对策值，联立过 Ｂ点的两条线段 β２和 β３所确定的方程

－２ｘ＋５＝ＶＧ 　 （β２）
９ｘ＋２＝ＶＧ 　 （β３）

{
解得 ｘ＝ ３

１１
，　 ＶＧ ＝ ９ｘ＋２＝ ９× ３

１１
＋２＝ ４９

１１

故局中 １的最优策略为 Ｘ∗ ＝ ３
１１，

８
１１( )

Ｔ

此外，从图上还可得知，局中人Ⅱ的最优混合策略只由 β２和 β３组成，则

３ｙ２
＋１１ｙ３

＝ＶＧ ＝
４９
１１

５ｙ２
＋２ｙ３

＝ＶＧ ＝
４９
１１

ｙ２
＋ｙ３

＝ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

⇒
３ｙ２

＋１１ｙ３
＝ ５ｙ２

＋２ｙ３

ｙ２
＋ｙ３

＝ １{

解得 ｙ２
＝ ９
１１

，ｙ３
＝ ２
１１

又因为 ｙ１
＝ ０

故局中人Ⅱ的最优混合策略为 Ｙ∗ ＝ ０，
９
１１，

２
１１( )

Ｔ

１５􀆰 １５　 已知矩阵对策

Ａ＝
４ ０ ０
０ ９ ８
０ ６ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

的解为 ｘ∗ ＝（６ ／ １３，３ ／ １３，４ ／ １３） Ｔ，ｙ∗ ＝（６ ／ １３，４ ／ １３，３ ／ １３） Ｔ，对策值为 ２４ ／ １３．求下列矩阵对策的解，其赢
得矩阵 Ａ分别为

（１）
６ ２ ２
２ ２ １０
２ ８ ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
　 （２）

－２ －２ ２
６ －２ －２
－２ ４ －２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
　 （３）

３２ ２０ ２０
２０ ２０ ４４
２０ ３８ ２０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
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【解】 　 （１） 由 Ｐ４５３定理 ７，设有两个矩阵对策
Ｇ１ ＝｛Ｓ１，Ｓ２；Ａ１｝，　 Ｇ２ ＝｛Ｓ２，Ｓ２；Ａ２｝

其中 Ａ１ ＝（ａｉｊ），Ａ２ ＝（ａｉｊ
＋Ｌ），Ｌ为任一常数，则

① ＶＧ２
＝ＶＧ１

＋Ｌ
② Ｔ（Ｇ１）＝ Ｔ（Ｇ２）
已知

Ａ＝
４ ０ ０
０ ０ ８
０ ６ ０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ａ矩阵的每个元素加上 ２，可得矩阵①
６ ２ ２
２ ２ １０
２ ８ ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

故上述定理可知，①矩阵对策的解为

ｘ∗ ＝ ６
１３

３
１３

４
１３( )

Ｔ

，　 ｙ∗ ＝ ６
１３

４
１３

３
１３( )

Ｔ

对策值为

Ｖ１ ＝ＶＡ＋２＝
２４
１３

＋２＝ ５０
１３

（２） Ａ矩阵中每个元素减去 ２可得②矩阵
－２ －２ ２
６ －２ －２
－２ ４ －２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

故由上述定理可知，②的矩阵对策为

ｘ∗ ＝ ６
１３

３
１３

４
１３( )

Ｔ

，　 ｙ∗ ＝ ６
１３

４
１３

３
１３( )

Ｔ

对策值为

Ｖ２ ＝ＶＡ－２＝
２４
１３

－２＝ － ２
１３

（３） 将 Ａ矩阵中的每个元素乘以 ３，再加上 ２０可得③矩阵
３２ ２０ ２０
２０ ２０ ４４
２０ ３８ ２０

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

由 Ｐ４５３定理 ８：
设有两个矩阵对策

Ｇ１ ＝｛Ｓ１，Ｓ２；Ａ｝，　 Ｇ２ ＝｛Ｓ１，Ｓ２；ａＡ｝
其中 ａ＞０为任一常数，则

① ＶＧ２
＝ａＶＧ１

② Ｔ（Ｇ２）＝ Ｔ（Ｇ１）
由上述两个定理结合可得．
设有两个矩阵对策

Ｇ１ ＝｛Ｓ１，Ｓ２；Ａ｝，Ｇ２ ＝｛Ｓ１，Ｓ２，ａＡ＋ｂ｝
其中 ａ＞０为任一常数，ｂ为任一常数，则
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① ＶＧ２
＝ａＶＧ１

＋ｂ
② Ｔ（Ｇ２）＝ Ｔ（Ｇ１）

故可得③矩阵对策的解为

ｘ∗ ＝ ６
１３

３
１３

４
１３( )

Ｔ

，　 ｙ∗ ＝ ６
１３

４
１３

３
１３( )

Ｔ

矩阵对策值为

Ｖｃ ＝ ３ＶＡ＋２０＝ ３×２４
１３

＋２０＝ ３３２
１３

１５􀆰 １６　 用线性规划方法求解下列矩阵对策，其中 Ａ为

（１）
８ ２ ４
２ ６ ６
６ ４ ４

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
　 　 　 　 （２）

２ ０ ２
０ ３ １
１ ２ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ｙ１ 　 ｙ２ 　 ｙ３

【解】 　 （１） 由题意：
ｘ１

ｘ２

ｘ３

８ ２ ４
２ ６ ６
６ ４ ４

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

求解问题可化为两个互为对偶的线性规划问题．

（Ｐ）

ｍｉｎ ｗ＝ ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３

８ｘ１
＋２ｘ２

＋６ｘ３≥１

２ｘ１
＋６ｘ２

＋４ｘ３≥１

４ｘ１
＋６ｘ２

＋４ｘ３≥１

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　 　 　 　 （Ｄ）

ｍａｘ ｚ＝ ｙ１
＋ｙ２

＋ｙ３

８ｙ１
＋２ｙ２

＋４ｘ３≤１

２ｙ１
＋６ｙ２

＋６ｙ３≤１

６ｙ１
＋４ｙ２

＋４ｙ３≤１

ｙ１，ｙ２，ｙ３≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

用单纯形法解问题（Ｄ）
将问题（Ｄ）化为标准型式如下：
ｍａｘ ｚ＝ ｙ１

＋ｙ２
＋ｙ３

＋０·ｙ４
＋０·ｙ５

＋０·ｙ６

ｓ􀆰 ｔ􀆰

８ｙ１
＋２ｙ２

＋４ｙ３
＋ｙ４

＝ １

２ｙ１
＋６ｙ２

＋６ｙ３
＋ｙ５

＝ １

６ｙ１
＋４ｙ２

＋４ｙ３
＋ｙ６

＝ １

ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

用单纯形表对上述问题进行计算，如表 １５ ４．
表 １５ ４

ｃ ｊ １ １ １ ０ ０ ０
ＣＢ ＹＢ ｂ ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４ ｙ５ ｙ６

θ

０ ｙ４ １ ［８］ ２ ４ １ ０ ０ １
８

０ ｙ５ １ ２ ６ ６ ０ １ ０
１
２

０ ｙ６ １ ６ ４ ４ ０ ０ １ １
６

－ｚ ０ １ １ １ ０ ０ ０
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１ ｙ１
１
８

１ １
４

１
２

１
８

０ ０ １
２

０ ｙ５
３
４ ０

１１
２ ５ － １

４ １ ０
３
２２

０ ｙ６
１
４

０ ５
２[ ] １ － ３

４
０ １ １

１０

－ｚ － １
８ ０

３
４

１
２

－ １
８ ０ ０

１ ｙ１
１
１０

１ ０ ２
５

１
５

０ － １
１０

１
４

０ ｙ５
１
５ ０ ０

１４
５[ ] ７

５ １ －１１
５

１
１４

１ ｙ２
１
１０

０ １ ２
５

－ ３
１０

０ ２
５

１
４

－ｚ － １
５ ０ ０

１
５

１
１０ ０ － ３

１０

１ ｙ１
１
１４

１ ０ ０ ０ － １
７

３
１４

１ ｙ３
１
１４

０ ０ １ １
２

５
１４

－１１
１４

１ ｙ２
１
１４

０ １ ０ － １
２

－ １
７

５
７

－ｚ － ３
１４

０ ０ ０ ０ － １
１４

－ １
７

由上表可得：问题（Ｄ）已达到最优解

Ｙ∗ ＝ １
１４，

１
１４，

１
１４，０，０，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ＝ ３
１４

∵ 非其变量 ｙ４ 的检验数 σ４ ＝ ０
故问题（Ｄ）有无穷多最优解．
由对偶问题的性质可得：
问题（Ｐ）的最优解为

ｘ１
＝ ０，　 ｘ２

＝ １
１４

，　 ｘ３
＝ １

７

目标函数的最优值 ｍｉｎ ｗ＝ ３
１４

故 ＶＧ ＝
１４
３

则对策者Ⅰ的最优混合策略为１４
３ ０，

１
１４，

１
７( )

Ｔ

，即 ０，
１
３ ，

２
３( )

Ｔ

对策者Ⅱ的最优混合策略为１４
３

１
１４，

１
１４，

１
１４( )

Ｔ

，即 １
３ ，

１
３ ，

１
３( )

Ｔ

（２） 由题意：
　 ｙ１ ｙ２ ｙ３

ｘ１

ｘ２

ｘ３

２ ０ ２
０ ３ １
１ ２ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
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求解问题可化为两个互为对偶的线性规划问题．

（Ｐ）

ｍｉｎ（ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３）

２ｘ１
＋ｘ３≥１

３ｘ２
＋２ｘ３≥１

２ｘ１
＋ｘ２

＋ｘ３≥１

ｘ１，ｘ２，ｘ３≥０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（Ｄ）

ｍａｘ（ｙ１
＋ｙ２

＋ｙ３）

２ｙ１
＋２ｙ３≤１

３ｙ２
＋ｙ３≤１

ｙ１，ｙ２，ｙ３≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

用单纯形法解问题（Ｄ）
将问题（Ｄ）化为标准型式如下：
ｍａｘ ｚ＝ ｙ１

＋ｙ２
＋ｙ３

＋０·ｙ４
＋０·ｙ５

＋０·ｙ６

ｓ􀆰 ｔ􀆰

２ｙ１
＋２ｙ３

＋ｙ４
＝ １

３ｙ２
＋ｙ３

＋ｙ５
＝ １

ｙ１
＋２ｙ２

＋ｙ３
＋ｙ６

＝ １

ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ５，ｙ６≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

对于上述问题用单纯形表进行计算，如表 １５ ５所示．
表 １５ ５

ｃ ｊ １ １ １ ０ ０ ０

ＣＢ ＹＢ ｂ ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４ ｙ５ ｙ６

θ

０ ｙ４ １ ［２］ ０ ２ １ ０ ０ １
２
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续表 １５ ５

０ ｙ５ １ ０ ３ １ ０ １ ０ —

０ ｙ６ １ １ ２ １ ０ ０ １ １

－ｚ ０ １ １ １ ０ ０ ０

１ ｙ１
１
２

１ ０ １ １
２

０ ０ —

０ ｙ５ １ ０ ３ １ ０ １ ０
１
３

０ ｙ６
１
２

０ ［２］ ０ － １
２

０ １ １
４

－ｚ － １
２ ０ １ ０ － １

２ ０ ０

１ ｙ１
１
２

１ ０ １ １
２

０ ０

０ ｙ５
１
４ ０ ０ １

３
４ １ － ３

２

１ ｙ２
１
４

０ １ ０ － １
４

０ １
２

－ｚ － ３
４ ０ ０ ０ － １

４ ０ － １
２

由上表可得，问题（Ｄ）已达到最优解

Ｙ∗ ＝ １
２ ，

１
４ ，０，０，

１
４ ，０( )

Ｔ

目标函数的最优值 ｍａｘ ｚ＝ ３
４

由对偶问题的性质可得：
问题（Ｐ）的最优解为

ｘ１
＝ １

４
，　 ｘ２

＝ ０，　 ｘ３
＝ １

２

目标函数的最优值 ｍｉｎ ｗ＝ ３
４

则对策者Ⅱ的最优策略为 ４
３

１
２ ，

１
４ ，０( )

Ｔ

，即 ２
３ ，

１
３ ，０( )

Ｔ

对策者Ⅰ的最优策略为 ４
３

１
４ ，０，

１
２( ) ，即 １

２ ，０，
２
３( )且 ＶＧ ＝

１
３
４

＝ ４
３



第 １６章　 单目标决策 ２８７　　 　

第 １６章　 单目标决策

１􀆰 掌握不确定型决策及其求解方法．
２􀆰 掌握风险决策及其求解方法．
３􀆰 熟悉效用曲线概念及其作用．
４􀆰 掌握序列决策的决策树求解方法．

１􀆰 效用曲线的确定
（１） 直接提问法：该法向决策者提出一系列问题，要求决策者进行主观衡量并作出回答，但是这种
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提问与回答是十分含糊的，很难确切，所以应用较少．

（２） 对比提问法：一般采用改进的 Ｖ Ｍ法，即每次取 ｐ＝ １
２
，固定 ｘ１，ｘ３，利用

１
２
Ｖ（ｘ１）＋

１
２
Ｖ（ｘ３）＝ Ｖ（ｘ２）

改变 ｘ２三次，提三问，确定三点，即可给出这决策者的效用曲线．
２􀆰 不确定型决策有 ５种准则：悲观主义准则、乐观主义准则、等可能性准则、最小机会准则、折衷主

义准则．
风险决策中一般采用期望值作为决策准则．若决策矩阵为收益矩阵，则采用最大期望收益作为决策

准则；若决策矩阵为损失矩阵，则采用最小期望损失作为决策准则．
确定主观概率的方法一般采用专家估计法．
修正概率的方法采用贝叶斯公式计算出各事件的后验概率．

１６􀆰 １　 某厂考虑生产甲、乙两种产品，根据过去市场需求统计见表 １６ １．
表 １６ １

方　 案
自然状态 旺　 季 淡　 季

概　 率 α１ ＝ ０􀆰 ７ α２ ＝ ０􀆰 ３

甲　 种 ４ ３

乙　 种 ７ ２

用最大可能性法进行决策．
【解】 　 从题设所给的表格中可以看出，自然状态为旺季出现的概率最大（即 Ｐ（α１）＝ ０􀆰 ７），因而出

现旺季的可能性也最大，现在就考虑按这一种自然状态进行决策，则上表就变成如下的表，这样就变成
了确定型决策问题．

表 １６ ２　 决策表

　 　 　 　 　 市场需求 自然状态

方　 案　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
旺季

甲种 ４

乙种 ７

从上表 １６ ２中通过比较可以知道，某厂考虑乙种方案市场需求最大，所以选取乙种方案是最优决策．
１６􀆰 ２　 对第 １６􀆰 １题用期望值法进行决策并进行灵敏度分析，求出转折概率．
【解】 　 从第 １题中所给的表格中，得到每一种方案的市场需求期望值．
Ｅ（甲）＝ ４×０􀆰 ７＋３×０􀆰 ３＝ ３􀆰 ７
Ｅ（乙）＝ ７×０􀆰 ７＋２×０􀆰 ３＝ ５􀆰 ５

因 Ｅ（乙）＞Ｅ（甲），所以采取方案乙，市场需求最大．
设 α为旺季出现的概率，则（１－α）为淡季出现的概率，由 Ｅ（甲）＝ Ｅ（乙）得
４×α＋３×（１－α）＝ ７×α＋２×（１－α）
４α＋３－３α＝ ７α＋２－２α
４α＝ １
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∴ α＝ １
４
，即转折概率为 １

４
．

下面进行灵敏度分析

由 Ｅ（甲）＞Ｅ（乙）得
４×α＋３（１－α）＞７×α＋２×（１－α）
４α＋３－３α＞７α＋２－２α
４α＜１

∴ α＜ １
４

故当 α＜ １
４
时，Ｅ（甲）＞Ｅ（乙），故甲种方案最优．

当 α＞ １
４
时，Ｅ（甲）＜Ｅ（乙），故乙种方案最优．

１６􀆰 ３　 某公司为了扩大市场，要举行一个展销会，会址打算选择甲、乙、丙三地．获利情况除了与会
址有关系外，还与天气有关．天气可区分为晴、普通、多雨三种（分别以 Ｎ１、Ｎ２、Ｎ３表示） ．通过天气预报，
估计三种天气情况可能发生的概率为 ０􀆰 ２５，０􀆰 ５０，０􀆰 ２５．其收益情况见表 １６ ３，用期望值准则进行决策．

表 １６ ３ 单位：万元

选址方案

自然状态

天气：晴（Ｎ１） 普通（Ｎ２） 多雨（Ｎ３）

概率 ０􀆰 ２５ ０􀆰 ５０ ０􀆰 ２５

甲　 地 ４ ６ １

乙　 地 ５ ４ １􀆰 ５

丙　 地 ６ ２ １􀆰 ２

　 　 【解】 　 由上表中所列各种状态概率和效益值，可得每一种选址方案的效益期望值．
Ｅ（甲）＝ ４×０􀆰 ２５＋６×０􀆰 ５＋１×０􀆰 ２５＝ ４􀆰 ２５
Ｅ（乙）＝ ５×０􀆰 ２５＋４×０􀆰 ５＋１􀆰 ５×０􀆰 ２５＝ ３􀆰 ６２５
Ｅ（丙）＝ ６×０􀆰 ２５＋２×０􀆰 ５＋１􀆰 ２×０􀆰 ２５＝ ２􀆰 ８

由

４􀆰 ２５＞３􀆰 ６２５＞２􀆰 ８
即

Ｅ（甲）＞Ｅ（乙）＞Ｅ（丙）
可知 Ｅ（甲）＝ ４􀆰 ２５最大．
所以，选址为甲地，获利最大．
１６􀆰 ４　 将第 １６􀆰 ３题用矩阵法进行决策．
【解】 　 由题设可知，效益矩阵为

Ｂ＝
４ ６ １
５ ４ １􀆰 ５
６ ２ １􀆰 ２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

概率矩阵为

Ｐ＝（０􀆰 ２５　 ０􀆰 ５　 ０􀆰 ２５）
概率矩阵的转置为
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ＰＴ ＝
０􀆰 ２５
０􀆰 ５
０􀆰 ２５

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

期望矩阵为

Ｅ（Ａ）＝
Ｅ（甲）
Ｅ（乙）
Ｅ（丙）

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝ ＢＰＴ

＝
４ ６ １
５ ４ １􀆰 ５
６ ２ １􀆰 ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

０􀆰 ２５
０􀆰 ５
０􀆰 ２５

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

４􀆰 ２５
３􀆰 ６２５
２􀆰 ８

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

ｍａｘ（４􀆰 ２５，３􀆰 ６２５，２􀆰 ８）＝ ４􀆰 ２５＝Ｅ（甲）
所以选址为甲地为最优．

１６􀆰 ５　 今要建立一个企业，有 ４个投资方案，三种自然状态，投资数量见表 １６ ４．
表 １６ ４ 单位：百万元

投资方案
自然状态 Ｑ１ Ｑ２ Ｑ３

概　 率 １ ／ ２ １ ／ ３ １ ／ ６

Ａ１ ４ ７ ４

Ａ２ ５ ２ ３

Ａ３ ８ ６ １０

Ａ４ ３ １ ９

用矩阵法进行决策．
【解】 　 由题设中的表格可知，效益矩阵为

Ｂ＝

４ ７ ４
５ ２ ３
８ ６ １０
３ １ ９

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

概率矩阵为 Ｐ＝ １
２ ，

１
３ ，

１
６( )

概率矩阵的转置为 ＰＴ ＝ １
２ ，

１
３ ，

１
６( )

Ｔ

则期望矩阵为

Ｅ（Ａ）＝

Ｅ（Ａ１）
Ｅ（Ａ２）
Ｅ（Ａ３）
Ｅ（Ａ４）

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝ ＢＰＴ
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＝

４ ７ ４
５ ２ ３
８ ６ １０
３ １ ９

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

１
２
１
３
１
６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

＝

３０
６
２２
６
４６
６
２０
６

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｍａｘ ３０
６ ，

２２
６ ，

４６
６ ，

２０
６( ) ＝ ４６

６
＝Ｅ（Ａ３）

所以投资方案 Ａ３为最优．
１６􀆰 ６　 某公司需要决策建大厂还是建小厂来生产一种新产品，该产品的市场寿命为 １０ 年，建大工

厂的投资费用为 ２８０万，建小厂的投资为 １４０万．１０年内销售状况的离散分布的状态如下：
高要求量的可能性为 ０􀆰 ５；
中等需求量的可能性为 ０􀆰 ３；
低需求量的可能性为 ０􀆰 ２．

公司进行了成本—产量—利润分析，在工厂规模和市场容量的组合下，它们的条件收益如下：
① 大工厂，需求高，每年获利 １００万元．
② 大工厂，需求中等，每年获利 ６０万元．
③ 大工厂，低需求，由于开工不足，引起亏损 ２０万元．
④ 小工厂，高需求，每年获利 ２５万元（供不应求引起销售损失较大） ．
⑤ 小工厂，中需求，每年获利 ４５万元（销售损失引起的费用较低） ．
⑥ 小工厂，低需求，每年获利 ５５万元（因工厂规模与市场容量配合得好） ．
用决策树方法进行决策．
【解】 　 由题设，决策树如图 １６ １所示：

图 １６ １

各点的益损期望值为：
２点：
１００×０􀆰 ５×１０＋６０×０􀆰 ３×１０＋（－２０）×０􀆰 ２×１０－２８０＝ ６４０－２８０＝ ３６０万元
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３点：
２５×０􀆰 ５×１０＋４５×０􀆰 ３×１０＋５５×０􀆰 ２×１０－１４０＝ ３７０－１４０＝ ２３０万元

故建大厂的方案为最优．
１６􀆰 ７　 将第 １６􀆰 ５题用决策树法进行决策．
【解】 　 由表 １６ ４，可画决策树如图 １６ ２：

图 １６ ２

则各点的期望值为

点 ２：

４× １
２

＋７× １
３

＋４× １
６

＝ ３０
６

点 ３：

５× １
２

＋２× １
３

＋３× １
６

＝ ２２
６

点 ４：

８× １
２

＋６× １
３

＋１０× １
６

＝ ４６
６

点 ５：

３× １
２

＋１× １
３

＋９× １
６

＝ ２０
６

由

ｍａｘ ３０
６ ，

２２
６ ，

４６
６ ，

２０
６( ) ＝ ４６

６
故投资方案 Ａ３为最优．

１６􀆰 ８　 将第 １６􀆰 ６题用矩阵法决策．
【解】 　 由第 １６􀆰 ６题中的题设，得两个方案的年度益损值列表 １６ ５：
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表 １６ ５

自然状态 概率 建大厂 建小厂

高需求 ０􀆰 ５ １００ ２５

中等需求 ０􀆰 ３ ６０ ４５

低需求 ０􀆰 ２ －２０ ５５

则收益矩阵为

Ｂ＝
１００ ６０ －２０
２５ ４５ ５５

æ

è
ç

ö

ø
÷

概率矩阵为

Ｐ＝（０􀆰 ５，０􀆰 ３，０􀆰 ２）
概率矩阵转置为

ＰＴ ＝
０􀆰 ５
０􀆰 ３
０􀆰 ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

则一年的年度的期望矩阵为

Ｅ１（Ａ）＝
Ｅ１（Ａ１）
Ｅ１（Ａ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ＢＰＴ ＝

１００ ６０ －２０
２５ ４５ ５５

æ

è
ç

ö

ø
÷

０􀆰 ５
０􀆰 ３
０􀆰 ２

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
＝

６４
３７

æ

è
ç

ö

ø
÷

则 １０年的期望为

Ｅ１０（Ａ）＝
Ｅ１（Ａ１）×１０－２８０
Ｅ１（Ａ２）×１０－１４０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

６４×１０－２８０
３７×１０－１４０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

３６０
２３０

æ

è
ç

ö

ø
÷

由 ３６０＞２３０．
故建大厂的方案为最优．
１６􀆰 ９　 将第 １６􀆰 ３题用决策树方法进行决策．
【解】 　 由第 １６􀆰 ３题的题设，可得决策树如图 １６ ３：

图 １６ ３

计算各点的期望值为

点 ２：
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４×０􀆰 ２５＋６×０􀆰 ５×１×０􀆰 ２５＝ ４􀆰 ２５
点 ３：
５×０􀆰 ２５＋４×０􀆰 ５＋１􀆰 ５×０􀆰 ２５＝ ３􀆰 ６２５
点 ４：
６×０􀆰 ２５＋２×０􀆰 ５＋１􀆰 ２×０􀆰 ２５＝ ２􀆰 ８
由

４􀆰 ２５＞３􀆰 ６２５＞２􀆰 ８
可知，选址甲地的收益期望最大．
故选址甲地为最优方案．

１６􀆰 １０　 某厂有一种新产品，其推销策略有 Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３三种可供选择，但各方案所需的资金、时间都不
同，加上市场情况的差别，因而获利和亏损情况不同．而市场情况也有三种：Ｑ１（需要量大），Ｑ２（需要量
一般），Ｑ３（需要量低） ．市场情况的概率并不知道，其益损矩阵见表 １６ ６，用乐观法进行决策．

表 １６ ６ 单位：万元

Ｑｉ

Ｓｉ 　 　 　
市场情况

Ｑ１ Ｑ２ Ｑ３

Ｓ１ ５０ １０ －５

Ｓ２ ３０ ２５ ０

Ｓ３ １０ １０ １０

　 　 【解】 　 由题意，把每个方案在各种自然状态下的最大效益值为：
ｍａｘ
Ｓ１

｛５０，１０，－５｝ ＝ ５０

ｍａｘ
Ｓ２

｛３０，２５，１０｝ ＝ ３０

ｍａｘ
Ｓ３

｛１０，１０，１０｝ ＝ １０

它们相应的效益值表 １６ ７所示：
表 １６ ７　 决策表 单位：万元

效益
矩阵

方　 案　 　 　

市场情况

Ｑ１ Ｑ２ Ｑ３

ｍａｘ
Ｑ

［α（Ｓｉ，Ｑ）］

Ｓ１ ５０∗ １０ －５ ５０∗

Ｓ２ ３０∗ ２５ ０ ３０

Ｓ３ １０ １０ １０∗ １０

决策 ｍａｘ
Ｓ

｛ｍａｘ
Ｑ

［α（Ｓ，Ｑ）］｝ ＝ ９５０

则各最大效益的最大值为

ｍａｘ
Ｓ

｛ｍａｘ
Ｑ

［ａ（Ｓ，Ｑ）］｝ ＝ｍａｘ｛５０，３０，１０｝ ＝ ５０

最大值 ５０对应的行动方案为 Ｓ１，故结果选方案 Ａ２ ．
１６􀆰 １１　 将 １６􀆰 １０题用悲观准则进行决策．
【解】 　 由题设，每个方案在自然状态下的最小效益值分别为：
ｍｉｎ
Ｓ１

｛５０，１０，－５｝ ＝ －５
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ｍｉｎ
Ｓ２

｛３０，２５，０｝ ＝ ０

ｍｉｎ
Ｓ３

｛１０，１０，１０｝ ＝ １０

各个最小效益值的最大值为

ｍａｘ
Ｓ

｛ｍｉｎ
Ｑ

［α（Ｓ，Ｑ）］｝ ＝ｍａｘ｛－５，０，１０｝ ＝ １０

如下表 １６ ８所示：
表 １６ ８　 决策表 单位：万元

效益
矩阵

方案　 　 　

市场情况

Ｑ Ｑ２ Ｑ３

ｍｉｎ
Ｑ

［α（Ｓｉ，Ｑ）］

Ｓ１ ５０ １０ －５∗ －５

Ｓ２ ３０ ２５ ０∗ ０

Ｓ３ １０ １０∗ １０ １０∗

决策→ ｍａｘ
Ｓ

｛ｍｉｎ
Ｑ

［α（Ｓ，Ｑ）］｝ ＝ １０

１０对应的行动方案为 Ｓ３ ．
故选择方案 Ｓ３ ．
１６􀆰 １２　 某企业面临三种方案可以选择，五年内的益损表如下表 １６ ９，用乐观系数法（α１ ＝ ０􀆰 ３，α２

＝ ０􀆰 ７）决策，然后加以比较．
表 １６ ９ 单位：万元

自然状态
决策方案　 　 　 　

需求量

高 中 低 失败

扩建 ５０ ２５ －２５ －４５
新建 ７０ ３０ －４０ －８０
转包 ３０ １５ －１ －１０

【解】 　 由 ＣＶｉ ＝α ｍａｘ
ｊ

［ａｉｊ］＋（１－α）ｍｉｎ
ｊ
［ａｉｊ］

也就是先找到每个方案在各自然状态下的最大效益值，乘以 α加上最小效益值乘以（１－α），最后比
较 ＣＶｉ，若 ＣＶｋ ＝ｍａｘ

ｉ
（ＣＶｉ），则选 Ａｋ ．

当 α１ ＝ ０􀆰 ３时
ＣＶ１ ＝ ５０×０􀆰 ３＋（１－０􀆰 ３）×（－４５）＝ １５－３１􀆰 ５＝ －１６􀆰 ５
ＣＶ２ ＝ ７０×０􀆰 ３＋（１－０􀆰 ３）×（－８０）＝ ２１－５６＝ －３５
ＣＶ３ ＝ ３０×０􀆰 ３＋（１－０􀆰 ３）×（－１０）＝ ９－７＝ ２

得决策表如表 １６ １０所示．
表 １６ １０　 决策表 单位：百万元

自然状态

决策方案　 　 　
高 中 低 失败 ＣＶｉ

扩建（Ａ１） ５０∗ ２５ －２５ －４５ －１６􀆰 ５
新建（Ａ２） ７０∗ ３０ －４０ －８０ －３５
转包（Ａ３） ３０∗ １５ －１ －１０ ２∗
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决策→ ｍａｘ
ｉ

［ＣＶｉ］ ＝ ２

其中加“∗”表示最大值，加“－”表示最小值．则
ｍａｘ｛－１６􀆰 ５，－３５，２｝ ＝ ２

２对应的方案为转包．
故选择转包

当 α２ ＝ ０􀆰 ７时
ＣＶ１ ＝ ５０×０􀆰 ７＋（１－０􀆰 ７）×（－４５）＝ ３５－１３􀆰 ５＝ ２１􀆰 ５
ＣＶ２ ＝ ７０×０􀆰 ７＋（１－０􀆰 ７）×（－８０）＝ ４９－２４＝ ２５
ＣＶ３ ＝ ３０×０􀆰 ７＋（１－０􀆰 ７）×（－１０）＝ ２１－３＝ １８

得决策表如表 １６ １１．
表 １６ １１　 决策表 单位：百万元

自然状态

决策方案　 　 　
高 中 低 失败 ＣＶｉ

扩建（Ａ１） ５０∗ ２５ －２５ －４５ ２１􀆰 ５
新建（Ａ２） ７０∗ ３０ －４０ －８０ ２５∗

转包（Ａ３） ３０∗ １５ －１ －１０ １８

决策→ ｍａｘ
ｉ

［ＣＶｉ］ ＝ ２５

则 ｍａｘ｛１１􀆰 ５，－７，－１４｝ ＝ ２５
２５对应的方案为新建
故选择新建．
１６􀆰 １３　 将 １６􀆰 １２题用等可能准则（Ｌａｐｌａｃｅ）进行决策，并与上题比较结果．

【解】 　 Ｅ（Ａ１）＝ ５０× １
４

＋２５× １
４

＋（－２５）× １
４

＋（－４５）× １
４

＝ ５
４

Ｅ（Ａ２）＝ ７０× １
４

＋３０× １
４

＋（－４０）× １
４

＋（－８０）× １
４

＝ －２０
４

Ｅ（Ａ３）＝ ３０× １
４

＋１５× １
４

＋（－１）× １
４

＋（－１０）× １
４

＝ ３４
４

得决策表如表 １６ １２．
表 １６ １２　 决策表 单位：百万元

效益矩阵
可
能
性

状态

方案　 　 　 　 　

高 中 低 失败
１
４

１
４

１
４

１
４

Ｅ（Ａ）

扩建（Ａ１） ５０ ２５ －２５ －４５ ５
４

新建（Ａ２） ７０ ３０ －４０ －８０ －２０
４

转包（Ａ３） ３０ １５ －１ －１０ ３４
４

决策→ ｍａｘ
Ａ

［Ｅ（Ａ）］ ＝ ３４
４

　 　 ｍａｘ ５
４ ，－

２０
４ ，

３４
４{ } ＝ ３４

４
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而
３４
４
对应的方案为转包．

故选择转包．
１６􀆰 １４　 在开采油井时，出现不定情况，用后悔值准则决定是否开采．益损矩阵见表 １６ １３．

表 １６ １３

自然状态
方案　 　 　 　

有　 油 无　 油
Ｑ Ｑ

开　 采 ５ １

不开采 ０ ０

　 　 【解】 　 将每种自然状态的最高值（指收益矩阵，损失矩阵应为最低值）订为该状态的理想目标，并
将该状态中的其他值与最高值相减所得之差，称为未达到理想之后悔值．
在 Ｑ状态下，理想值为 ５，则
开采的后悔值为 ５－５＝ ０
不开采的后悔值为 ５－０＝ ５

在Ｑ状态下，理想值为 ０，则
开采的后悔值为 ０－（－１）＝ １
不开采的后悔值为 ０－０＝ ０
如下表 １６ １４：

表 １６ １４　 决策表

　 后悔值　 　 状态

方案　 　 　 　 　 　 　
有油 无油

开采（Ａ１） ０ １

不开采（Ａ２） ５ ０

　 　 方案 Ａ１的最大后悔值为：ｍａｘ（０，１）＝ １
方案 Ａ２的最大后悔值为：ｍａｘ（５，０）＝ ５
再求这些最大值中的最小值为 ｍｉｎ（１，５）＝ １
而 １对应的方案为开采．故选择开采．
１６􀆰 １５　 某企业要投产一种新产品，投资方案有三个：Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３，不同经济形势下的利润如表 １６ １５

所示．用乐观系数准则（α１ ＝ ０􀆰 ６，α２ ＝ ０􀆰 ４）进行决策．
表 １６ １５ 单位：万元

投资方案
不同经济形势

好 平 差

Ｓ１ １０ ０ －１

Ｓ２ ２５ １０ ５

Ｓ３ ５０ ０ －４０

　 　 【解】 　 由 ＣＶｉ ＝α ｍｉｎ
ｊ
［ａｉｊ］＋（１－α）ｍａｘ

ｊ
［ａｉｊ］

当 α＝ ０􀆰 ６时
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ＣＶ１ ＝ ０􀆰 ６×１０＋（１－０􀆰 ６）×（－１）＝ ５􀆰 ６
ＣＶ２ ＝ ０􀆰 ６×２５＋（１－０􀆰 ６）×５＝ １３
ＣＶ３ ＝ ０􀆰 ６×５０＋（１－０􀆰 ６）×（－４０）＝ １４

得决策表如表 １６ １６．
表 １６ １６　 决策表 单位：万元

　 收益　 　 状态

方案　 　 　 　 　
好 平 差 ＣＶｉ

Ｓ１ １０ ０ －１ ５􀆰 ６

Ｓ２ ２５ １０ ５ １３

Ｓ３ ５０ ０ －４０ １４

决策→ ｍａｘ
ｉ

［ＣＶｉ］ ＝ １４

　 　 由 ｍａｘ｛５􀆰 ６，１３，１６｝ ＝ １４
１４对应的方案为 Ｓ３ ．
故选取 Ｓ３ ．
当 α＝ ０􀆰 ４时
ＣＶ＝ ０􀆰 ４×１０＋（１－０􀆰 ４）×（－１）＝ ３􀆰 ４
ＣＶ２ ＝ ０􀆰 ４×２５＋（１－０􀆰 ４）×５＝ １３
ＣＶ３ ＝ ０􀆰 ４×５０＋（１－０􀆰 ４）×（－４０）＝ －４

得决策表如表 １６ １７．
表 １６ １７　 决策表 单位：万元

　 收益　 　 状态

方案　 　 　 　 　
好 平 差 ＣＶｉ

Ｓ１ １０ ０ －１ ３􀆰 ４

Ｓ２ ２５ １０ ５ １３

Ｓ３ ５０ ０ －４０ －４

决策→ ｍａｘ
ｉ

［ＣＶｉ］ ＝ １３

　 　 ｍａｘ｛３􀆰 ４，１３，－４｝ ＝ １３
１３对应的方案为 Ｓ２

故选取 Ｓ２ ．
１６􀆰 １６　 将 １６􀆰 １５题用等可能准则进行决策．

【解】 　 Ｅ（Ｓ１）＝ １０× １
３

＋０× １
３

＋（－１）× １
３

＝ ９
３

Ｅ（Ｓ２）＝ ２５× １
３

＋１０× １
３

＋５× １
３

＝ ４０
３

Ｅ（Ｓ３）＝ ５０× １
３

＋０× １
３

＋（－４０）× １
３

＝ １０
３

得决策表如表 １６ １８．
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表 １６ １８

收　 益 可 能
性

状态

方　 案　 　 　 　

好 平 差
１
３

１
３

１
３

Ｅ（Ｓ）

Ｓ１ １０ ０ －１ ９
３

Ｓ２ ２５ １０ ５
４０
３

Ｓ３ ５０ ０ －４０ １０
３

决策→ ｍａｘ
Ｓ

［Ｅ（Ｓ）］ ＝ ４０
３

　 　 由４０
３

＞１０
３

＞ ９
３

即 Ｅ（Ｓ２）＞Ｅ（Ｓ３）＞Ｅ（Ｓ１）
故选方案 Ｓ２ ．

１６􀆰 １７　 建厂投资有三个行动方案可以选择，并有三种自然状态，其损失见表 １６ １９，用乐观准则进
行决策．

表 １６ １９

损失值　 　 　

方案　 　 　 　 　 　 　
自然状态

Ｑ１ Ｑ２ Ｑ３

Ａ１ ３ ７ ３

Ａ２ ６ ５ ４

Ａ３ ５ ６ １０

　 　 【解】 　 由于题设中所给的是损失表，故应采取最小原则，把各个方案在各种自然状态下的最小损
失为：

ｍｉｎ
Ａ１

｛３，７，３｝ ＝ ３，　 ｍｉｎ
Ａ２

｛６，５，４｝ ＝ ４，　 ｍｉｎ
Ａ３

｛５，６，１０｝ ＝ ５

则ｍｉｎ
Ａ

｛ｍｉｎ
Ｑ

［α（Ａ，Ｑ）］｝ ＝ｍｉｎ｛３，４，５｝ ＝ ３

得决策表如表 １６ ２０．
表 １６ ２０决策表

　 损失值　 　 状态

方案　 　 　 　 　 　
Ｑ１ Ｑ２ Ｑ３

ｍｉｎ
Ｑ

［α（Ａｉ，Ｑ）］

Ａ１ ３ ７ ３ ３

Ａ２ ６ ５ ４ ４

Ａ３ ５ ６ １０ ５

决策→ ｍｉｎ
Ａ

｛ｍｉｎ
Ｑ

［α（Ａ，Ｑ）］｝ ＝ ３

３对应的方案为 Ａ１ ．
故选取 Ａ１ ．

１６􀆰 １８　 将 １６􀆰 １７题用悲观准则进行决策．
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【解】 　 由于为损失矩阵，故用悲观法则进行决策时，应选用最小最大方法．
各个状态下的最大损失值为

ｍａｘ
Ａ１

｛３，７，３｝ ＝ ７，　 ｍａｘ
Ａ２

｛６，５，４｝ ＝ ６，　 ｍａｘ
Ａ３

｛５，６，１０｝ ＝ １０

则各个最大损失值的最小值为

ｍｉｎ
Ａ

｛ｍａｘ
Ｑ

［α（Ａ，Ｑ）］｝ ＝ｍｉｎ｛７，６，１０｝ ＝ ６

得决策表如表 １６ ２１．
表 １６ ２１

　 损失值　 　 状态

方案　 　 　 　 　 　
Ｑ１ Ｑ２ Ｑ３

ｍｉｎ
Ｑ

［α（Ａｉ，Ｑ）］

Ａ１ ３ ７ ３ ７
Ａ２ ６ ５ ４ ６
Ａ３ ５ ６ １０ １０

决策→ ｍｉｎ
Ａ

｛ｍａｘ
Ｑ

［α（Ａ，Ｑ）］｝ ＝ ６

６对应的决策为 Ａ２ ．
故选取方案 Ａ２ ．
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第 １７章　 多目标决策

１􀆰 理解非劣解和最优解．
２􀆰 掌握化多为少的 ６种方法．
３􀆰 掌握分序列法．
４􀆰 了解直接求非劣解的方法．
５􀆰 掌握多目标线性规划的 ２种方法．
６􀆰 掌握层次分析法的原理和计算方法．

１􀆰 在生产、经济、科学和工程活动中经常需要对多个目标（指标）的方案、计划、设计进行好坏的判
断，只有对各种因素的指标进行综合衡量后，才能作出合理的决策．
要求若干目标同时都实现最优往往是很难的，经常是有所失才能有所得，那么问题的失得在何时最
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好，各种不同的思路可引出各种不同处理得失的方法，由于直接解决多目标问题的最优化较困难，于是
往往是将它们化为较容易求解的单目标或双目标问题，由于化法不一，就形成多种方法．

２􀆰 多目标规划的核心化多为少，或者排序，以至于归一．
化多为少的方法有主要目标法，线性加权和法，平方加权法，理想点法，乘除法，几何平均法．
分层法是把目标按其重要性给出一个序列，分为最重要目标，次要目标等．
层次分析法是一种定性与定量分析相结合的多目标决策分析方法构造层次结构图，根据层次结构

图确定每一层的各因素的相对重要性的权数，直至计算出措施层各方案的相对权数，这样就给出了各方
案的优劣次序．

１７􀆰 １　 某厂拟从下列 ４种新研制的产品中组织并选择两种产品进行生产．由于对市场的需求预测
不准，故对每种产品，分别估计了在销售好与销售不好情况下的预期利润，上述 ４种产品均需经 Ａ，Ｂ两
台设备可用的加工时间及有关预期，利润如下表 １７ １所示．
要求：
（１） 分别列出各生产方案的多目标、决策模型．
（２） 对目标 ｆ１和 ｆ２分别求解，并在以 ｆ１和 ｆ２为坐标轴的平面坐标上标出各个方案解的相应点．

表 １７ １

　 单位加工时间 产品

设备　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
１ ２ ３ ４ 工时

Ａ ４ ３ ６ ５ ４５

Ｂ ２ ５ ４ ３ ３０

销售好时预期利润（元·件－１） ８ ６ １０ １２

销售不好时预期利润 ／ （元·件－１） ５ ５ ６ ４

　 　 【解】 　 （１） 共有 ６种组织生产方案见下表 １７ ２．
表 １７ ２

方案 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ

选择生产的产品 １，２ １，３ １，４ ２，３ ２，４ ３，４

　 　

方案Ⅰ的模型为
ｍａｘ ｚ１ ＝ ８ｘ１

＋６ｘ２
＝ ｆ１

ｍａｘ ｚ２ ＝ ５ｘ１
＋５ｘ２

＝ ｆ２
４ｘ１

＋３ｘ２≤４５

２ｘ１
＋５ｘ２≤３０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 　 　

方案Ⅱ的模型为
ｍａｘ ｚ１ ＝ ８ｘ１

＋１０ｘ２
＝ ｆ１

ｍａｘ ｚ２ ＝ ５ｘ１
＋６ｘ２

＝ ｆ２
４ｘ１

＋６ｘ２≤４５

２ｘ１
＋４ｘ２≤３０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï
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方案Ⅲ的模型为
ｍａｘ ｚ１ ＝ ８ｘ１

＋１２ｘ２
＝ ｆ１

ｍａｘ ｚ２ ＝ ５ｘ１
＋４ｘ２

＝ ｆ２
４ｘ１

＋５ｘ２≤４５

２ｘ１
＋３ｘ２≤３０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

方案Ⅳ的模型为
ｍａｘ ｚ１ ＝ ６ｘ１

＋１０ｘ２

ｍａｘ ｚ２ ＝ ５ｘ１
＋６ｘ２

３ｘ１
＋６ｘ２≤４５

５ｘ１
＋４ｘ２≤３０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

方案Ⅴ的模型为
ｍａｘ ｚ１ ＝ ６ｘ１

＋１２ｘ２

ｍａｘ ｚ２ ＝ ５ｘ１
＋４ｘ２

３ｘ１
＋５ｘ２≤４５

５ｘ１
＋３ｘ２≤３０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

方案Ⅵ的模型为
ｍａｘ ｚ１ ＝ １０ｘ１

＋１２ｘ２

ｍａｘ ｚ２ ＝ ６ｘ１
＋４ｘ２

６ｘ１
＋５ｘ２≤４５

４ｘ１
＋３ｘ２≤３０

ｘ１，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

（２） 由线性规划的解法，得各方案的解分别为如下表 １７ ３所示：
表 １７ ３

方案 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ

解
ｆ１ ９０ ９０ １０８ ７５ １０８ １０８

ｆ２ ５８􀆰 ９３ ５６􀆰 ２５ ５６􀆰 ２５ ４５ ３８􀆰 ４４ ４５

　 　 １７􀆰 ２　 用线性加权和法中的 α法求解下述多目标决策问题：
ｆ１（ｘ）＝ ｍｉｎ｛４ｘ１

＋６ｘ２｝

ｆ２（ｘ）＝ ｍａｘ｛３ｘ１
＋３ｘ２｝

２ｘ１
＋４ｘ２≤１４

６ｘ１
＋３ｘ２≤２４

ｘ１≥０，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

【解】 　 因为 ｆ１（ｘ）为求最小值，故可作新目标函数：
Ｕ（ｘ）＝ α２ ｆ２（ｘ）－α１ ｆ１（ｘ）
ｆ０１ ＝ｍｉｎｆ１（ｘ）＝ ０，　 ｆ０２ ＝ｍａｘ ｆ２（ｘ）＝ １３

ｆ∗２ ＝ ｆ２（ｘ
（１） ）＝ ０，　 ｆ∗１ ＝ ｆ１（ｘ

（２） ）＝ ２４

故 α１ ＝
１３
３７

，　 α２ ＝
２４
３７

Ｕ（ｘ）＝ －１３
３７

ｆ１（ｘ）＋
２４
３７

ｆ１（ｘ）

＝ －１３
３７

（４ｘ１
＋６ｘ２）＋

２４
３７

（３ｘ１
＋３ｘ２）＝

１
３７

（２０ｘ１
－６ｘ２）

由约束条件 ｘ１取得最大值 ４．ｘ２取得最小值 ０，则

ｍａｘ Ｕ（ｘ）＝ Ｕ（４，０）＝ １
３７

（２０×４－６×０）＝ ８０
３７

１７􀆰 ３　 用理想点法，求解下述多目标决策问题．
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ｆ１（ｘ）＝ ｍａｘ｛４ｘ１
＋４ｘ２｝

ｆ２（ｘ）＝ ｍａｘ｛ｘ１
＋６ｘ２｝

３ｘ１
＋２ｘ２≤１２

２ｘ１
＋６ｘ２≤２２

ｘ１≥０，ｘ２≥０

ì

î

í

ïï

ïï

【解】 　 ｆ０１ ＝ ｆ１（ｘ
（１） ）＝ ｆ１（２，３）＝ ４×２＋４×３＝ ２０

ｆ０２ ＝ ｆ２（ｘ
（２） ）＝ ｆ２ ０，

１１
３( ) ＝ ０＋６×１１

３
＝ ２２

故理想点为

Ｆ０ ＝（ ｆ０１，ｆ０２）＝ （２０，２２）
取 Ｐ＝ ２有

ｍｉｎ
ｘ∈Ｒ

Ｌ２（ｘ）＝ ｛［ ｆ１（ｘ）－ｆ
０
１］ ２＋［ ｆ２（ｘ）－ｆ

０
２］ ２｝

１
２

＝［（４ｘ１
＋４ｘ２

－２０） ２＋（ｘ１
＋６ｘ２

－２２） ２］
１
２

由关于 ｘ１，ｘ２的偏导数为零，即
２（４ｘ１

＋４ｘ２
－２０）×４＋２（ｘ１

＋６ｘ２
－２２）＝ ０

２（４ｘ１
＋４ｘ２

－２０）×４＋２（ｘ１
＋６ｘ２

－２２）×６＝ ０{
解得

ｘ１
＝ １􀆰 ４５，　 ｘ２

＝ ３􀆰 １８．
对应的目标为

ｆ１ ＝ ４×１􀆰 ４５＋４×３􀆰 １８＝ １８􀆰 ５２，ｆ２ ＝ １􀆰 ４５＋６×３􀆰 １８＝ ２０􀆰 ５３
１７􀆰 ４　 用妥协约束法解下述多目标线性规化问题．

ｍａｘ ｚ１ ＝ ４ｘ１
＋６ｘ２

ｍａｘ ｚ２ ＝ ７􀆰 ２ｘ１
＋３􀆰 ６ｘ２

ｘ１≤４

ｘ２≤５

３ｘ１
＋２ｘ２≤１６

ｘ１≥０，ｘ２≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

【解】 　 对目标 １：使 ｘ２的值取得最大，因为 ｘ２前的系数为 ６，ｘ１前的系数为 ４，解得

ｘ１
＝ ２，　 ｘ２

＝ ５，　 ｚ∗１ ＝ ３８
对目标 ２：使 ｘ１的值取得最大，有

ｘ１
＝ ４，　 ｘ２

＝ ２，　 ｚ∗２ ＝ ３６
若取，ｗ１

＝ｗ２
＝ ０􀆰 ５，则有超目标函数

ｍａｘ ｚ＝ ０􀆰 ５（４ｘ１
＋６ｘ２）＋０􀆰 ５（７􀆰 ２ｘ１

＋３􀆰 ６ｘ２）＝ ５􀆰 ６ｘ１
＋４􀆰 ８ｘ２

妥协约束为

０􀆰 ５（４ｘ１
＋６ｘ２

－ｚ∗１ ）－０􀆰 ５（７􀆰 ２ｘ１
＋３􀆰 ６ｘ２

－ｚ∗２ ）＝ ０
即

０􀆰 ５（４ｘ１
＋６ｘ２

－３８）－０􀆰 ５（７􀆰 ２ｘ１
＋３􀆰 ６ｘ２

－３６）＝ ０
化简后为

－１􀆰 ６ｘ１
＋１􀆰 ２ｘ２

＝ １，　 ｘ∈Ｒ
求得妥协解为



第 １７章　 多目标决策 ３０５　　 　

ｘ１
＝ ４３
１７

，　 ｘ２
＝ １４３

３４
１７􀆰 ５　 给出下列判断矩阵，试求 Ｂ层各元素对准则 Ａ的权重．

　 Ｂ１ 　 Ｂ２ 　 Ｂ３ 　 Ｂ４

Ｂ１

Ｂ２

Ｂ３

Ｂ４

１
１
７

１
３

１
５

７ １ ３ ２

３
１
３ １

１
２

５
１
２ ２ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

【解】 　 依题意知，判断矩阵为

Ａ＝

１
１
７

１
３

１
５

７ １ ３ ２

３
１
３ １

１
２

５
１
２ ２ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，　 ｎ＝ ４

则由（Ａ－４Ｉ）ｗ＝ ０，Ｉ为单位矩阵．即

－３
１
７

１
３

１
５

７ －３ ３ ２

３
１
３

－３
１
２

５
１
２ ２ －３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

ｗ１

ｗ２

ｗ３

ｗ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ０

解此齐次线性方程组，得所求权重为
ｗ１

＝ ０􀆰 ０６，　 ｗ２
＝ ０􀆰 ４９，　 ｗ３

＝ ０􀆰 １６，　 ｗ４
＝ ０􀆰 ２９
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第 １８章　 启发式方法

１􀆰 能理解启发式方法问题的结构．
２􀆰 理解启发式方法的特点．
３􀆰 能运用启发式方法去解决实际问题．

１８􀆰 １～ １８􀆰 ６　 略．
１８􀆰 ７　 表 １８ １给出了 １２个工件在设备 Ａ和 Ｂ上的加工时间，要求：
（１） 若所有工件都先在设备 Ａ上加上，再在设备 Ｂ 上加工，试确定使总加工时间最短的工件加工

顺序，并计算总加工时间；
（２） 若工件 ８～１２先在设备 Ｂ上加工，再在设备 Ａ上加工，其他条件同上，试设计一启发式算法，以

计算最小总加工时间和安排相应的工件最优加工顺序．
表 １８ １

加工时间 工件

设备　 　 　 　 　
１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２

Ａ ５ ８ １１ ２ ４ ７ １２ ３ ９ ３ ６ １０

Ｂ ５ ９ ４ ３ ７ ６ ９ ４ ５ ８ ９ ４

　 　 【解】 　 （１） 因所有工件都先在设备 Ａ上加工，再在设备 Ｂ上加工，由启发式迭代步骤：
１） 令 ｉ＝ １，ｋ＝ ０．
２） 找最小加工时间，即
ｔｒ ＝ｍｉｎ｛Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ｝
３） 若 ｔｒ ＝Ａｊ，则安排工件 ｊ为第 ｉ个加工工件，并令 Ｃ′：＝Ｃ′＋１；
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若 ｔｒ ＝Ｂｊ，则安排工件 ｊ为第 ｎ－ｋ个加工工件，并令 ｋ：＝ ｋ＋１．
４） 将 Ａｊ 和 Ｂｊ 从加工时间表中删除，即不考虑工件 ｊ．
５） 转步骤 ２），直至工件加工时间表变为空集．

由上述步骤：
ｉ＝ １，ｋ＝ ０，有

　 　 　 　
Ａ１ 　 Ａ２ 　 Ａ３ Ａ４ 　 Ａ５ 　 Ａ６ 　 Ａ７ 　 Ａ８ 　 Ａ９ 　 Ａ１０ Ａ１１ Ａ１２ 　 　 Ａ４

↓　 ↓　 ↓　 ↓　 ↓　 ↓　 ↓　 ↓　 ↓　 ↓　 ↓　 ↓　 　 ↓

ｔｒ ＝ｍｉｎ
５，　 ８，　 １１，　 ２，　 ４，　 ７，　 １２，　 ３，　 ９，　 ３，　 ６，　 １０
５，　 ９，　 ４，　 ３，　 ７，　 ６，　 ９，　 ４，　 ５，　 ８，　 ９，　 ４{ } ＝｛２｝

　 　 　 　
Ｂ１ Ｂ２ 　 Ｂ３ 　 Ｂ４ 　 Ｂ５ 　 Ｂ６ Ｂ７ 　 Ｂ８ 　 Ｂ９ 　 Ｂ１０ Ｂ１１ Ｂ１２

↑　 ↑　 ↑　 ↑　 ↑　 ↑ ↑　 ↑　 ↑　 ↑　 ↑
则安排工件 ４为第 １个加工工件．

ｉ＝ １，ｋ＝ ０，去掉工件 ４，有

　 　 　 　 　 　
Ａ１ 　 Ａ２ 　 Ａ３ 　 Ａ５ 　 　 　 　 　 …　 　 　 　 　 Ａ１１

↓　 ↓　 ↓　 ↓　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ↓

ｔｒ ＝ｍｉｎ
５，　 ８，　 １１，　 ４，　 ７，　 １２，　 ３，　 ９，　 ３，　 ６，　 １０
５，　 ９，　 ４，　 ７，　 ６，　 ９，　 ４，　 ５，　 ８，　 ９，　 ４{ }

　 　 　 　
↑　 ↑　 ↑　 ↑　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ↑
Ｂ１ 　 Ｂ２ 　 Ｂ３ 　 Ｂ５ 　 　 　 　 …　 　 　 　 　 　 　 Ｂ１１

依此类推，得到各工件的加工顺序为
４→１０→８→５→１→１１→２→７→６→９→１２→３

总加工时间为 ２＋３＋３＋４＋５＋６＋８＋１２＋７＋９＋１０＋１１＋４＝ ８４．
（２） 把工件 １～７为一组先加工，再把工件 ８～ １２为一组加工，每组分别用所给的启发式算法，得到

工序为 ４→５→１→２→７→６→３→８→１２→９→１１→１０．
总加工时间为 ４９＋４＋４＋（３＋９＋３＋６＋１０）＝ ８８．
若先加工 ８～１２件的一组，得到的工序为 ８→１２→９→１１→１０→４→５→１→２→７→６→３．
总加工时间为 ３１＋４＋４９＋４＝ ８８．
两组国工先后次序对总工时是一样的．
１８􀆰 ８　 有 ４个工件 Ｊ１，Ｊ２，Ｊ３，Ｊ４，要求在 ３台设备 Ａ，Ｂ，Ｃ 上顺次加工，各工件在各设备上的加工时

间示于表 １８ ２中，试构造一启发式算法，用于寻求使总加工时间最短的工件加工顺序．
表 １８ ２

加工时间 工件

设备　 　 　 　 　 　 　
Ｊ１ Ｊ２ Ｊ３ Ｊ４

Ａ ５ １０ ９ ５

Ｂ ７ ５ ７ ８

Ｃ ９ ４ ５ １０

　 　 【解】 　 启发式算法如下：
（１） 先作工件的加工时间的工时矩阵

Ｍ＝

ａ１ ａ２ … ａｎ

ｂ１ ｂ２ … ｂｎ
ｃ１ ｃ２ … ｃｎ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
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将计算的节约值列入表 １８ ３中：
表 １８ ３

弧 节约值 弧 节约值

（２，３） ２０􀆰 ６＋１４􀆰 ３－􀆰 ５＝ ２６􀆰 ５ （４，９） ８􀆰 １＋２３􀆰 ４－１５􀆰 ６＝ １５􀆰 ９

（２，４） ２０􀆰 ６＋１８􀆰 １－１６􀆰 １＝ ２２􀆰 ６ （４，８） ８􀆰 １＋１９􀆰 ７－１１􀆰 ７＝ ２６􀆰 １

（２，５） ２０􀆰 ６＋１８－７􀆰 １＝ ３１􀆰 ５ （４，１０） ８􀆰 １＋２６􀆰 ２－１８􀆰 ４＝ １５􀆰 ９

（２，６） ２０􀆰 ６＋１５􀆰 ５－１８􀆰 ９＝ １７􀆰 ２ （５，６） １８＋１５􀆰 ５－１２􀆰 １＝ ２１􀆰 ４

（２，７） ２０􀆰 ６＋２４􀆰 １－１１􀆰 １＝ ３３􀆰 ６ （５，７） １８＋２４􀆰 １－６􀆰 ７＝ ３５􀆰 ４

（２，８） ２０􀆰 ６＋１９􀆰 ７－１７􀆰 ７＝ ２２􀆰 ６ （５，８） １８＋１９􀆰 ７－１０􀆰 ６＝ ２７􀆰 １

（２，９） ２０􀆰 ６＋２３􀆰 ４－１３􀆰 ９＝ ３０􀆰 １ （５，９） １８－２３􀆰 ４－８＝ ３３􀆰 ４

（３，１０） ２０􀆰 ６＋２６􀆰 ２－１５􀆰 ３＝ ３１􀆰 ５ （５，１０） １８＋２６􀆰 ２－１０􀆰 １＝ ３４􀆰 １

（３，４） １４􀆰 ４＋８􀆰 １－８􀆰 １＝ １４􀆰 ４ （６，７） １５􀆰 ５＋２４􀆰 １－１４＝ ２５􀆰 ６

（３，５） １４􀆰 ４＋１８－３􀆰 ６＝ ２８􀆰 ８ （６，８） １５􀆰 ５＋１９􀆰 ７－５＝ ３０􀆰 ２

（３，６） １４􀆰 ４＋１５􀆰 ５－１０􀆰 １＝ １９􀆰 ８ （６，９） １５􀆰 ５＋２３􀆰 ４－１１􀆰 ４＝ ２７􀆰 ５

（３，７） １４􀆰 ４＋２４􀆰 １－１０＝ ２８􀆰 ５ （６，１０） １５􀆰 ５＋２６􀆰 ２－１３􀆰 ９＝ ２７􀆰 ８

（３，８） １４􀆰 ４＋１９􀆰 ７－１０􀆰 ８＝ ２３􀆰 ３ （７，８） ２４􀆰 １＋１９􀆰 ７－１０􀆰 ２＝ ３３􀆰 ６

（３，９） １４􀆰 ４＋２３􀆰 ４－１０􀆰 ４＝ ２７􀆰 ４ （７，９） ２４􀆰 １＋２３􀆰 ４－３􀆰 ６＝ ４３􀆰 ９

（３，１０） １４􀆰 ４＋２６􀆰 ２－１３＝ ２７􀆰 ６ （７，１０） ２４􀆰 １＋２６􀆰 ２－４􀆰 １＝ ４６􀆰 ２

（４，５） ８􀆰 １＋１８－１１􀆰 ４＝ １４􀆰 ７ （８，９） １９􀆰 ７＋２３􀆰 ４－７＝ ３６􀆰 １

（４，７） ８􀆰 １＋２４􀆰 １－１６􀆰 ６＝ １５􀆰 ６ （８，１０） １９􀆰 ７＋２６􀆰 ２－９􀆰 ２＝ ３６􀆰 ７

（４，６） ８􀆰 １＋１５􀆰 ５－８＝ １５􀆰 ６ （９，１０） ２３􀆰 ４＋２６􀆰 ２－２􀆰 ８＝ ４６􀆰 ８

由 Ｃ Ｗ节约算法，按所有 ｓ（ ｉ，ｊ）由大到小的顺序，逐个考查其端点 ｉ和 ｊ，满足条件① ｉ和 ｊ不在一条线
路上，② ｉ和 ｊ都与 １点相邻，得到加入弧的顺序为

（９，１０）→（７，１０）→（８，９）→（５，７）→（２，５）→（６，８）→（２，３）→（４，６）
节约值相应为 ４６􀆰 ８，４６􀆰 ２，３６􀆰 １，３５􀆰 ４，３１􀆰 ５，３０􀆰 ２，２６􀆰 ５，１５􀆰 ６．
得到的线路为 １→３→２→５→７→１０→９→８→６→４．
该条旅行线路的总长度为

Ｚ＝ ２（２０􀆰 ６＋１４􀆰 ４＋８􀆰 １＋１８＋１５􀆰 ５＋２４􀆰 １＋１９􀆰 ７＋２３􀆰 ４＋２６􀆰 ２） －（４６􀆰 ８－４６􀆰 ２－３６􀆰 １－３５􀆰 ４－３１􀆰 ５－３０􀆰 ２－
２６􀆰 ５－１５􀆰 ６）＝ ７１􀆰 ７

（２） 运用几何法．由图 １８ １可知，开始时构成凸包 １→２→７→１０→８→６→１，以它为初始旅行线路，
重复进行，可以得到本问题的哈密尔顿回路．如图中加“ ／ ”的所示，线路为 １→３→２→５→７→１０→９→８→
６→４→１．
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图 １８ １

　 　 （３） 在工作矩阵 Ｍ中找出最小元素．若它在最上行，则将相应的工件排在最前位置；若它最后行，
则将相应的工件排在最后位置；如果出现两个最小的．若 ｃ１ ＝ ｃ２，ｂ１＜ｂ２，则将工件 １排在后面．
若 ａ１

＝ａ２，ｂ１＜ｂ２，则将工件 １排在前面．
（４） 按排定位置的工件所对应的列从 Ｍ中划掉，然后对余下的工作重复按（２）进行．但那时的最前

位置（或最后位置）是在已排定位置的工作之后（或之前） ．如此继续下去，直至把所有工件都排完为止．
由题设，结合上述步骤将各工件的加工顺序为 Ｊ１→Ｊ４→Ｊ３→Ｊ２，总工时为 ４０．
１８􀆰 ９　 有 １０个城市，它们在坐标系中的位置如表 １８ ４所示，试完成以下工件：
（１） 用 Ｃ Ｗ节约算法求出经过每个城市一次且仅一次的一条最短线路．
（２） 用 Ｎｏｒｂａｃｋ和 Ｌｏｖｅ提出的几何法，求出经过上述每个城市一次且仅一次的最短线路．
（３） 比较上述两种方法得出的结果，并设计一种启发式方法，对上述较差的结果进行改进．

表 １８ ４

城市
坐标　 　 　 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

ｘ ０ ５ ８ ７ １０ １５ １６ １８ １８ ２０

ｙ ０ ２０ １２ ４ １５ ４ １８ ８ １５ １７

　 　 【解】 　 （１） 由题设所给出的数据计算各点之间的欧氏距离，计算结果列入距离表 １８ ５中，由于已
假设 ｃｉｊ ＝ ｃ ｊｉ（对所有 ｉ和 ｊ），故该表中各元素的值以主对角线为对称．
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表 １８ ５

终点
起点　 　 　 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

１ ０ ２０􀆰 ６ １４４ ８􀆰 １ １８ １５􀆰 ５ ２４􀆰 １ １９􀆰 ７ ２３􀆰 ４ ２６􀆰 ２

２ ２０􀆰 ６ ０ ８􀆰 ５ １６􀆰 １ ７􀆰 １ １８􀆰 ７ １１􀆰 １ １７􀆰 ７ １３􀆰 ９ １５􀆰 ３

３ １４􀆰 ４ ８􀆰 ５ ０ ８􀆰 １ ３􀆰 ６ １０􀆰 １ １０ １０􀆰 ８ １０􀆰 ４ １３

４ ８􀆰 １ １６􀆰 １ ８􀆰 １ ０ １１􀆰 ４ ８ １６􀆰 ６ １１􀆰 ７ １５􀆰 ６ １８􀆰 ４

５ １８ ７􀆰 １ ３􀆰 ６ １１􀆰 ４ ０ １２􀆰 １ ６􀆰 ７ １０􀆰 ６ ８ １０􀆰 １

６ １５􀆰 ５ １８􀆰 ７ １０􀆰 １ ８ １２􀆰 １ ０ １４ ５ １１􀆰 ４ １３􀆰 ９

７ ２４􀆰 １ １１􀆰 １ １０ １６􀆰 ６ ６􀆰 ７ １４ ０ １０􀆰 ２ ３􀆰 ６ ４􀆰 １

８ １９􀆰 ７ １７􀆰 ７ １０􀆰 ８ １１􀆰 ７ １０􀆰 ６ ５ １０􀆰 ２ ０ ７ ９􀆰 ２

９ ２３􀆰 ４ １３􀆰 ９ １０􀆰 ４ １５􀆰 ６ ８ １１􀆰 ４ ３􀆰 ６ ７ ０ ２􀆰 ８

１０ ２６􀆰 ２ １５􀆰 ３ １３ １８􀆰 ４ １０􀆰 １ １３􀆰 ９ ４􀆰 １ ９􀆰 ２ ２􀆰 ８ ０

　 　 以 Ｔ点为基点，首先将每个点与该点相连接，构成线路 １→ｊ→１（ ｊ＞２，…，１０），这样得到了一个具有
（ｎ－１）条线路的图，再用公式

ｓ（ ｉ，ｊ）＝ ｃ１ｉ＋ｃ１ｊ－ｃｉｊ，　 ｉ，ｊ≠１
计算将弧（ ｉ，ｊ）（ ｉ，ｊ≠１）标入到线路中时引起的路程节约值．
其线路总长为

ｃ（１，３）＋ｃ（３，２）＋ｃ（２，５）＋ｃ（５，７）＋ｃ（７，１０）＋ｃ（１０，９）＋ｃ（９，８）＋ｃ（８，６）＋ｃ（６，４）＋ｃ（４，１）
＝ １４􀆰 ４＋８􀆰 ５＋７􀆰 １＋６􀆰 ７＋４􀆰 １＋２􀆰 ８＋７＋５＋８＋８􀆰 １＝ ７１􀆰 ７
１８􀆰 １０　 有一运输问题，它有 ３个重载点和 ２个车场，其运输表如表 １８ ６ 所示．其中小方框内的数

字为两点间的车辆空驶距离，１，２和 ３三个重载点对应的三项运输业务的重载里程（已将装卸车时间折
算在内）分别为 ７，８和 ９，其他有关情况如表中所示．此外，要求车辆的每条行车路线总长度（包括重驶、
空驶及装卸车所用时间的折算长度）Ｌ在 ４５～６０之间．试用本章给出的车辆优化调度启发式算法，求出
其满意的可接受可行解，并据此排出行车路线．

表 １８ ６

发空车

收空车

重载点 车场

１ ２ ３ ４ ５
发车数

重
载
点

１ ４ １２ １０ ８ １０ １０

２ ２ ８ ８ ６ １０ ６

３ １２ ４ ６ １４ ２ ７

车
场

４ ６ ４ ６ Ｍ Ｍ ≤４

５ １４ ２ ８ Ｍ Ｍ ≤６

收车数 １０ ６ ７ ≤８ ≤７
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　 　 【解】 　 （１） 设由点 ｉ发往点 ｊ的空车数为 ｘｉｊ，相应的最优解为 ｘ（０）
ｉｊ ，由题意知，对表中首先只考虑重

载点的情况，利用运输问题的求解方法得到只考虑重载点的最优解为
ｘ（０）
１１

＝ １０，ｘ（０）
２３

＝ ６，ｘ（０）
３２

＝ ６，ｘ（０）
３３

＝ １，ｘ（０）
１２

＝ ｘ（０）
１３

＝ ｘ（０）
２１

＝ ｘ（０）
２２

＝ ｘ（０）
３１

＝ ０
（２） 解的扩展．

ｂ４ ＝ ｂ４ － ∑
３

ｊ ＝ １
ｘ（０）
４ｊ

＝ ４ － ０ ＝ ４，ｂ５ ＝ ｂ５ － ∑
３

ｊ ＝ １
ｘ（０）
５ｊ

＝ ６ － ０ ＝ ６

ｂ′４ ＝ ｂ′４ － ∑
３

ｊ ＝ １
ｘ（０）
ｉ４

＝ ８ － ０ ＝ ８，ｂ′５ ＝ ｂ′５ － ∑
３

ｊ ＝ １
ｘ（０）
ｉ５

＝ ７ － ０ ＝ ７

δ１１ ＝ｍｉｎ｛ｃｉ１ ｜ ｂｉ＞０｝＋ ｍｉｎ
４≤ｊ≤５

｛ｃ１ｊ ｜ ｂｊ＞０｝－ｃ１１ ＝ｍｉｎ｛６，１４｝＋ｍｉｎ｛８，１０｝－４＝ ６＋８－４＝ １０，ｂ＝ ４，ｌ＝ ４

δ２３ ＝ ｍｉｎ
４≤ｉ≤５

｛ｃｉ３ ｜ ｂｉ＞０｝＋ ｍｉｎ
４≤ｊ≤５

｛ｃ２ｊ ｜ ｂｊ＞０｝－ｃ２３ ＝ｍｉｎ｛６，８｝＋ｍｉｎ｛６，１０｝－８＝ ６＋６－８＝ ４，ｋ＝ ４，ｌ＝ ４

δ３２ ＝ ｍｉｎ
４≤ｉ≤５

｛ｃｉ２ ｜ ｂｉ＞０｝＋ ｍｉｎ
４≤ｊ≤５

｛ｃ３ｊ ｜ ｂｊ＞０｝－ｃ３２ ＝ｍｉｎ｛４，２｝＋ｍｉｎ｛１４，２｝－４＝ ２＋２－４＝ ０，ｋ＝ ５，ｌ＝ ５

δ３３ ＝ ｍｉｎ
４≤ｉ≤５

｛ｃｉ３ ｜ ｂｉ＞０｝＋ ｍｉｎ
４≤ｊ≤５

｛ｃ３ｊ ｜ ｂｊ＞０｝－ｃ３３ ＝ｍｉｎ｛６，８｝＋ｍｉｎ｛１４，２｝－６＝ ６＋２－６＝ ２，ｋ＝ ４，ｌ＝ ５

故 δ３２ ＝ ０＜δ３３ ＝ ２＜δ２３ ＝ ４＜δ１１ ＝ １０，因此可以考虑按照 δｉｊ由小到大顺序对 ｘ（０）
ｉｊ 进行调整

ｘ３２ ＝ ｘ
（０）
３２

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
３２ ，ｂ５，ｂ′５｝ ＝ ６－ｍｉｎ｛６，６，７｝ ＝ ０

ｘ５２ ＝ ｘ
（０）
５２

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
３２ ，ｂ５，ｂ′５｝ ＝ ０＋ｍｉｎ｛６，６，７｝ ＝ ６

ｘ３５ ＝ ｘ
（０）
３５

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
３２ ，ｂ５，ｂ′５｝ ＝ ０＋ｍｉｎ｛６，６，７｝ ＝ ６

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｂ′５ ＝ ｂ′５ － ∑
３

ｉ ＝ １
ｘ（０）
ｉ５

＝ ｂ′５ － ｘ（０）
３５

＝ ７ － ６ ＝ １

ｘ３３ ＝ ｘ
（０）
３３

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
３３ ，ｂ４，ｂ′５｝ ＝ １－ｍｉｎ｛１，４，１｝ ＝ ０

ｘ４３ ＝ ｘ
（０）
４３

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
３３ ，ｂ４，ｂ′５｝ ＝ ０＋ｍｉｎ｛１，４，１｝ ＝ １

ｘ３５ ＝ ｘ
（０）
３５

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
３３ ，ｂ４，ｂ′５｝ ＝ ０＋ｍｉｎ｛１，４，１｝ ＝ ７

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｂ′４ ＝ ｂ′４ － ∑
３

ｊ ＝ １
ｘ（０）
４ｊ

＝ ｂ４ － ｘ（０）
４３

＝ ４ － １ ＝ ３

ｘ２３ ＝ ｘ
（０）
２３

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
２３ ，ｂ４，ｂ′４｝ ＝ ６－ｍｉｎ｛６，３，８｝ ＝ ３

ｘ４３ ＝ ｘ
（０）
４３

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
２３ ，ｂ４，ｂ′４｝ ＝ １＋ｍｉｎ｛６，３，８｝ ＝ ４

ｘ２４ ＝ ｘ
（０）
２４

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
２３ ，ｂ４，ｂ′４｝ ＝ ０＋ｍｉｎ｛６，３，８｝ ＝ ３

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ｂ４ ＝ ｂ４ － ∑
３

ｉ ＝ １
ｘ（０）
４ｊ

＝ ｂ４ － ｘ（０）
４３

＝ ４ － ４ ＝ ０

ｂ′４ ＝ ｂ′４ － ∑
３

ｉ ＝ １
ｘ（０）
ｉ４

＝ ｂ′４ － ｘ（０）
２４

＝ ８ － ３ ＝ ５

ｘ１１ ＝ ｘ
（０）
１１

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
１１ ，ｂ４，ｂ′４｝ ＝ １０－ｍｉｎ｛１０，０，５｝ ＝ １０

ｘ４１ ＝ ｘ
（０）
４１

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
１１ ，ｂ４，ｂ′４｝ ＝ ０＋ｍｉｎ｛１０，０，５｝ ＝ ０

ｘ１４ ＝ ｘ
（０）
１１

－ｍｉｎ｛ｘ（０）
１１ ，ｂ４，ｂ′４｝ ＝ ０＋ｍｉｎ｛１０，０，５｝ ＝ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３） 解的收缩．
发车数目为

∑
３

ｊ ＝ １
∑

５

ｋ ＝ ４
ｘ（１）
ｋｊ

＝ ｘ（１）
４３

＋ ｘ（１）
５２

＝ ４ ＋ ６ ＝ １０ ≤ ４ ＋ ６ ＝ １０
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∑
３

ｉ ＝ １
∑

５

ｌ ＝ ４
ｘ（１）
ｉｌ

＝ ｘ２４
＋ ｘ３５

＝ ３ ＋ ７ ＝ １０ ≤ ４ ＋ ６ ＝ １０

故不需要作解的收缩．
（４） 求解及安排行车路线．
由于 ｘ（１）

１１
＝ １０＞０，ｘ（１）

２３
＝ ３＞０，ｘ（１）

２４
＝ ３＞０，ｘ（１）

３５
＝ ７＞０，ｘ（１）

４３
＝ ４＞０，ｘ（１）

５２
＝ ６＞０，故 Ｘ（１）为其可行解，可以按

照此方案安排行车路线，安排线路如下．
① 通车数目为 ４，路线为 ４→１→３→１→５，线路总长为

６＋１０＋１２＋１０＋（７×２＋９）＝ ６０
② 通车数目为 ３，路线为 ５→２→１→１→３→５，线路总长度为

２＋２＋４＋１０＋２＋（７×２＋８＋９）＝ ２０＋３１＝ ５１
③ 通车数目为 ３，路线为 ５→１→２→１→４，线路总长度为

１４＋１２＋２＋８＋（７×２＋８）＝ ３６＋２２＝ ５８
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